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Hinleitung. 


Bei Beurteilung der Versuche, die uns umgebende physische 
Welt zu erforschen, mufs man stets die beschrinkte Natur unserer 
Sinneswahrnehmungen beriicksichtigen. Erscheinungen, welche fir 
unsere Empfindungen getrennt auftreten, wie beispielsweise die Licht- 
strahlen und die Warmestrahlen, kénnen sich bei naherer Unter- 
suchung auf eine und dieselbe physikalische Erscheinung reducieren. 
Was wir subjektiv als Schall empfinden, lafst sich objektiv auf 
kleine Bewegungen triger Massen zuriickfiihren, und zwar nehmen 
die Beispiele dieser Art mit dem Fortschreiten der Wissenschaft 
immer mehr an Zahl zu. 

Eine Zusammenstellung solcher Thatsachen ist wohl geeignet, 
den Eindruck zu hinterlassen, dafs die physische Welt ein zusammen- 
haingendes Ganzes bildet, wovon nur ganz einzelne weit voneinander 
getrennte. Gebiete fiir uns durch unmittelbare Wahrnehmungen zu- 
ganglich sind. Weiter scheinen diese Thatsachen darauf hin- 
zudeuten, dafs dieses zusammenhingende Ganze eine einheitliche 
Konstruktion hat, wihrend die eigentiimliche Natur unserer Empfin- 
dungen daran schuld ist, dafs wir Erscheinungen wesentlich derselben 
Natur getrennt, bald als Schall, bald als Licht, bald als Warme, 
auffassen. Wir kénnen es als die Aufgabe der Physik bezeichnen, 
durch das Studium der einzelnen und getrennt fiir uns zuging- 
lichen Erscheinungen ein Bild der zusammenhingenden dahinter- 
liegenden Erscheinungswelt zu konstruieren. 

Fiir die Lésung dieser Aufgabe sind offenbar vergleichende 
Studien der scheinbar getrennten Erscheinungsreihen von der gréfsten 
Bedeutung. Die Methode wird genau dieselbe, wie diejenige der 
vergleichenden Sprachwissenschaft oder der vergleichenden Anatomie 
sein: Die sich immer mehr anhiiufende Summe von Ahnlichkeiten 
zwingt uns zu Schliissen tiber den genetischen Zusammenhang der 
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verglichenen Gebiete, welcher, wenn die Umstiinde giinstig sind, 
durch neue Funde auch direkt bestitigt werden kann. Um nur 
ein einziges Beispiel zu erwahnen: die rein optischen Untersuchungen 
yon FResneL und seinen Nachfolgern und die rein elektrischen Unter- 
suchungen von Maxwett und Hzrrz haben zu einer solchen Reihe 
von Ahnlichkeiten zwischen den optischen und einer gewissen Klasse 
von elektrischen Erscheinungen gefiihrt, dafs man gezwungen worden 
ist, auf einen tieferen Zusammenhang derselben zu schlelsen, und 
die optischen Erscheinungen in die mehr umfassende Klasse der 
elektrischen Vorgiinge einzureihen. 

Bei der Erforschung der Beziehungen zwischen den scheinbar 
getrennten Teilen der Physik richtet sich die Aufmerksamkeit von 
selbst stark auf diejenigen Beziehungen, welche sie alle zu einem 
besonderen Teile der Physik, namlich zu der Mechanik haben. 

Die Ursache ist zunichst eine objektive, weil niimlich alle uns 
bekannten physikalischen Erscheinungen in intimer Weise mit mecha- 
nischen Vorgiingen verbunden sind, und weil diese begleitenden 
mechanischen Vorgiinge in vielen Fiillen die besten oder die einzigen 
Hilfsmittel fiir die rein physischen Forschungen bilden. Wir brauchen 
nur daran zu erinnern, wie ein die Erwirmung der Kérper be- 
gleitender mechanischer Vorgang, nimlich die Ausdehnung, zu der 
Konstruktion des Fundamentalinstrumentes fiir alle thermischen 
Untersuchungen gefiihrt hat, wihrend unser unmittelbarer Sinn fiir 
Wirme nicht mehr verwendet wird. Oder auch daran, dafs die 
Gesamtheit unserer Kenntnis von den elektrischen und magnetischen 
Erscheinungen durch die begleitenden Anziehungen und Abstofsungen 
und mit Hilfe der auf diese mechanischen Vorgiinge begriindeten 
Mefsinstrumente gewonnen ist. 

Die Ursache ist aber auch eine subjektive. Denn in der ge- 
samten Reihe der physischen Erscheinungen giebt es keine, mit 
welchen wir so innig vertraut sind, wie mit den mechanischen. Jedes 
Individuum der Menschheit ist im Besitze einer instinktiven Kenntnis 
der fundamentalen mechanischen Wahrheiten, welche durch un- 
unterbrochen fortgesetzte Erfahrung von Geburt an erworben ist. 
Lange ehe sie Gegenstand der Reflexion bilden, sind diese Er- 
fahrungen von Muskeln und Nerven aufgenommen, und werden bei 
jeder kérperlichen Thitigkeit unaufhérlich benutzt. Zu dieser sub- 
jektiven Vertrautheit kommt noch, dafs wir das Vermégen haben, uns 
zu diesen Krscheinungen mehr objektiv zu stellen als zu allen anderen 
physikalischen, und zwar aus dem Grunde, dals wir sie gleichzeitig 
mit mehreren unserer Sinne wahrnehmen und kontrollieren kénnen. 
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Die subjektive Bedeutung, welche es fiir den Forscher haben 
mufs, die ferner stehenden physischen Erscheinungen mit den 
mechanischen in Verbindung zu bringen und diese Verbindungen aus- 
zunutzen, ist deshalb unmittelbar klar. Instinktiv ist dieses schon 
seit den ersten Anfaingen des physikalischen oder des naturphilo- 
sophischen Denkens erkannt worden. Immer hat man nach mecha- 
nischen Vorstellungen gegriffen, nicht nur um einzelne physikalische 
Erscheinungen zu erkliren, sondern auch um nach dem Beispiele 
von Demoxrir oder Dzscarres vollstindige Weltmechanismen zu 
konstruieren. 

Diese aufserordentlichen Phantasieleistungen sind vorziiglich ge- 
eignet, zu zeigen, in welchem Mafse wir die mechanischen Vorstellungen 
besser beherrschen, als alle anderen rein physikalischen. Sie zeigen 
aber auch eine gewisse Gefahr, nimlich die Gefahr, dafs die un- 
kontrollierte Phantasie vollstindig die Leitung tibernimmt, was auch 
oft geschehen ist, nicht nur im ersten Entwickelungsstadium der 
naiven Naturphilosophie,-sondern auch, nachdem sich die exakten 
Forschungsmethoden entwickelt haben. 

Die Méglichkeit solcher Fehlgriffe darf aber nicht zur Folge 
haben, dafs wir es aufgeben, unsere aufserordentlichen Fahigkeiten 
im mechanischen Denken auszunutzen. Dafs man eben durch Aus- 
nutzung dieser Fahigkeiten den besten und vielleicht den einzigen 
fiir uns méglichen Weg einschligt, um uns ein geistiges Bild der 
gesamten zusammenhiingenden physikalischen Erscheinungswelt zu 
konstruieren, ist der erste leitende Gedanke fiir C. A. Bserxnes bei 
seinen hydrodynamischen Untersuchungen gewesen, nur mit der 
Erginzung, dafs man dabei, wie tberhaupt in der Naturwissen- 
schaft, ausschliefslich exakte Forschungsmethoden zur Verwendung 
bringen darf. Die Methode mufs wieder genau diejenige der ver- 
gleichenden Anatomie oder der vergleichenden Sprachwissenschaft 
sein: systematisches Aufsuchen von Thatsachen aus den beiden ge- 
trennten Erscheinungsreihen, welche den vermuteten Zusammenhang 
beweisen oder auch widerlegen kénnen. Bei der Aufsuchung der 
besonderen Probleme oder der besonderen Forschungsgebiete, durch 
deren Durcharbeitung man solche Thatsachen zu finden hofft, mufs 
man der Phantasie vollkommene Freiheit lassen. Wenn aber ein- 
mal das Problem gestellt oder das Forschungsgebiet gefunden 
ist, darf die Phantasie nicht mehr die Leitung haben, sondern 
es dirfen, wie gesagt, nur exakte Methoden zur Verwendung 


kommen. 
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Die Frage von einer méglichen Reduktion der physischen Er- 
scheinungen auf mechanische Vorginge fihrt von selbst zu einer 
genaueren Analyse der mechanischen Vorgiange an sich. Dabei be- 
gegnen wir aber sofort wieder Fallen, wo. die Erscheinungen fiir 
unsere unmittelbaren Beobachtungen verschiedenartig auftreten, wo 
wir aber wieder mit Riicksicht auf die Beschrinktheit unserer 
Wahrnehmungen berechtigt sind, eine Hinheitlichkeit zu vermuten. 

Es ist empirisch festgestellt, dafs die Bewegungsinderungen, 
welche ein Kérper erleidet, immer von einem anderen Korper her- 
rihren. Dieser zweite Kérper kann aber auf zwei scheinbar ganz 
verschiedene Weisen diese Bewegungsinderungen verursachen: in 
einem Falle findet eine unmittelbare Beriihrung der beiden Korper 
statt; im anderen Falle sind sie voneinander vollstandig getrennt, 
so dafs eine Wirkung in die Ferne vorliegt. Wir miissen aber zu- 
geben, dafs die Verschiedenartigkeit der Erscheinungen auf einer 
Tauschung beruhen kann. Ks ist méglich, dafs unter den scheinbar 
getrennten Kérpern fiir uns verborgene materielle Verbindungen be- 
stehen, so dafs die Fernkraft in der That auf einer Reihenfolge von 
verborgenen Beriihrungswirkungen beruht. Es ist aber auch um- 
gekehrt moglich, dafs die Beriihrung der Kérper nur eine scheinbare 
ist, so dafs die Beritthrungskrafte als Fernwirkungen iiber sehr kleine 
Abstinde erklart werden miissen. 

Wenn wir nach natiirliichem Instinkt zwischen diesen beiden 
Méglichkeiten wahlen sollen, so ist das Resultat der Wahl nicht 
zweifelhaft. Genau wie wir die physischen Erscheinungen auf die 
mechanischen zu reducieren suchen und nicht umgekehrt, ziehen wir 
es vor, die Fernkrafte auf Beriihrungswirkungen zu reducieren. Die 
subjektive Ursache dirfte wieder dieselbe sein: Die Berithrungskrifte 
gehéren entschieden unserem Vorrat an instinktiven mechanischen 
Vorstellungen an, wihrend dies dagegen ebenso entschieden mit den 
Fernkraften nicht der Fall ist. Die Berithrungskrifte lernen wir 
bei jeder kérperlichen Thitigkeit kennen. Hine ahnliche Vertrautheit 
besitzen wir aber nur mit zwei isolierten Wirkungen der Fernkriifte, 
nimlich mit dem Gewichte der Kérper und ihrer Tendenz zum 
Fallen, und erst durch Studium haben wir uns eine neue Auffassung 
dieser beiden Erscheinungen als Fernkraftwirkungen angeeignet. 
Historisch ist die Zuriickfithrung derselben auf die Wirkung einer 
Kraft eine Leistung Ganimmr’s. Vor ihm verstand man unter Kraften 
nur Beriihrungskrifte oder Drucke. Die weitere Zuriickfiihrung 
der Gauiuerschen Kraft auf eine Fernwirkung der Materie war das 
Resultat der Nrwron’schen Entdeckung. Der Gedanke an eine 
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mégliche Reduktion der Fernkrafte auf Beriihrungskrifte ist in der 
That auch in demselben Augenblick entstanden, als die Fernwirkung 
als Erscheinung entdeckt wurde. Dieses geht unmittelbar aus 
Newton's vorsichtigen Reservationen bei der Formulierung der Fern- 
wirkungsgesetze hervor. Direkte Versuche, diese Reduktion durch- 
zufiihren, wurden auch von einer Reihe von Physikern aus der gleich- 
zeitigen und niachstfolgenden Generation gemacht, wobei noch der 
greise Huyeuens den Anfang gemacht hat. Das Mifslingen siimtlicher 
derartiger Versuche brachte aber allmahlich die ganze Richtung in 
Mifskredit, und dieser Umstand hatte nicht nur das Aufgeben dieser 
Versuche, zu deren Gelingen die Voraussetzungen fehlten, sondern 
einen allgemeinen Ubergang zu dem entgegengesetzten Standpunkte 
zur Folge, wonach die Fernkrifte als die primiren und fundamen- 
talen Krifte der Natur aufgefafst wurden, auf welche die Berithrungs- 
krafte reduciert werden miifsten. Nur ein einziger Forscher ersten 
Ranges, EunEr, hat es gewagt noch in der zweiten Hilfte des vorigen 
Jahrhunderts fiir die alteren Ansichten energisch einzutreten. 

Die Wirkung dieses Umschlages in der Auffassung der mecha- 
nischen Erscheinungen zeigte sich bald in allen Gebieten der Physik. 
Die altere kinetische Weltanschauung wurde durch die neue dyna- 
mische ersetzt. An Stelle der bewegten, einander beriihrenden 
oder mit einander kollidierenden materiellen Gebilde, aus welchen 
‘Demoxair oder Duscartss ihre Weltmechanismen konstruierten, traten 
jetzt fernwirkende Atome, die nie miteinander in Beriihrung kommen 
durften, und die sogar als blofse geometrische Punkte aufgefafst wurden. 

Die geschichtliche Entwickelung der Physik hatte zur Folge, 
dafs diese Auffassungen aufserordentlich tiefe Spuren hinterliefsen. 
Denn eben zu der Zeit, wo die Fernwirkungslehre in mehr oder 
weniger konsequenter Durchfithrung vollstiindig das physikalische 
Denken beherrschte, war es, dafs die vielen neuen Zweige der Physik 
emporbliihten, um alle von Anfang an durch diese Lehre ihre Pragung 
zu erhalten. Die ganze theoretische Physik des neunzehnten Jahr- 
hunderts hat sich deshalb als ein auf Fernwirkungsvorstellungen auf- 
gefiihrtes Lehrgebiude entwickelt. 

Die Tendenz zum Zuriickgreifen auf die uns instinktiv ver- 
trauten Vorstellungen hat aber tiefe Wurzeln. Zum besten Beleg 
hierfiir dient vielleicht der Umstand, dafs zu einer Zeit, wo die 
Fernwirkungslehre eine durch Generationen gepriifte Grundlage der 
ganzen Physik bildete, und immer noch von Sieg zu Sieg weiter 
fortzuschreiten schien, doch die Forderung nach der Ritckkebr zu 
den alten Vorstellungen entstehen konnte, um Untersuchungen zu 
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inspirieren, die in einer Reihe von einzelnen Gebieten eine allge- 
meine Riickkehr von dynamischen zu kinetischen Anschauungen 
herbeigefiihrt haben. 

Die Ansicht, dafs die Fernwirkungsyorstellung, wie niitzlich sie 
auch als Hilfsvorstellung sein mag zur Beschreibung gewisser Seiten 
der Naturerscheinungen, doch nicht als letates Fundament zu dienen 
geeignet ist, sondern dafs man versuchen muls, auf die uns im tieferen 
Sinne vertrauten Berithrungskrifte zuriickzugreifen, ist nun der zweite 
leitende Gedanke bei den hydrodynamischen Untersuchungen von 
C. A. BurrKnes gewesen. Aber ebensowenig hier, wie bei der 
Frage von der méglichen mechanischen Natur der physischen Er- 
scheinungen, diirfen wir mit der Aufstellung eines Postulates an- 
fangen, sondern wieder nur nach exakten Forschungsmethoden eine 
EKinsammlung von Thatsachen versuchen, durch welche wir allmahlich 
zur Klarheit kommen kénnen, ob eine Reduktion der Fernkrafte 
auf Berithrungswirkungen méglich ist oder nicht, und ob die Er- 
scheinungen selbst eine solche Reduktion fordern oder nicht. Die 
Phantasie darf wieder nur bei der Aufsuchung der Probleme oder 
bei der versuchsweisen Deutung der beobachteten Erscheinungen 
eine Rolle spielen, wihrend sich nachher alles auf exakte Forschungen 
reducieren mulfs. 

Die Forschungen kénnen auf physikalischem oder auf mecha- 
nischem Boden ausgeftithrt werden. Auf physikalischem Boden haben 
beispielsweise die von Farapay-MAxweuu’schem Geiste inspirierten 
Herrz’schen Versuche Thatsachen zu Tage geférdert, die jetzt allge- 
mein so gedeutet werden, dafs auf dem Gebiete der Elektrizitit 
und des Magnetismus die Fernwirkungslehre nicht mehr als Fun- 
damentalvorstellung brauchbar ist. Andererseits hat Hertz vom 
mechanischen Standpunkte aus eine Thatsache gebracht, die fiir die 
Beurteilung der Frage von der gréfsten Bedeutung ist. Er hat nim- 
lich durch seine Mechanik zum ersten Male gezeigt, dafs man bei 
dem formellen Aufbau dieser Wissenschaft die Fernwirkungsvor- 
stellung entbehren kann, wodurch gleichzeitig eine Form der Mecha- 
nik zu Wege gebracht ist, welche besser als Grundlage der kine- 
tischen Erklarung fiir physikalische Erscheinungen dienen kann. 


Die hydrodynamischen Untersuchungen von ©. A. BsErKnes sind 
insofern besonders mit Hrrrz’ Meckanik verwandt, als sie das Ziel 
haben, auf mechanischem Boden Thatsachen einzusammeln, die zur 
Beurteilung der Hilfsmittel der Mechanik von Bedeutung sind, wenn 
es sich darum handelt, Fernkriifte womdglich auf verborgene Be- 
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rihrungswirkungen und physischen Erscheinungen auf verborgene 
mechanische Vorgiinge zuriickzufiithren. Zu Aufgaben, bei deren 
Lésung man die Auffindung solcher Thatsachen zu erwarten hat, 
kann man durch yerschiedene einfache Uberlegungen kommen. 

Zwecks Reduktion der Fernkrafte auf Berithrungswirkungen hat 
man im allgemeinen zu der Annahme eines raumerfillenden Mediums 
gegriffen. Als den ersten Grundbestandteil des Mechanismus, welchen 
wir studieren wollen, nehmen wir deshalb auch ein solches Medium 
an. Um zuerst das méglichst einfache zu versuchen, treffen wir 
die Wahl, dieses Medium mit méglichst einfachen mechanischen 
Higenschaften auszustatten: es soll die Eigenschaften einer homo- 
genen, inkompressiblen, reibungslosen Fliissigkeit haben. 

In diese Flissigkeit denken wir uns ein System von beliebig 
vielen Kérpern eingetaucht. Um analytische Hinfachheit zu er- 
reichen, nehmen wir an, dafs alle Kérper kugelférmig seien, und 
dafs sie zugleich gegenseitige Entfernungen haben, die im Verhiltnis 
zu ihren Radien grofs sind. Dabei kénnen wir jedoch sofort von der 
Rotation als einer in reibungsloser Fliissigkeit einflufslosen Bewegung 
absehen, und die allgemeinste explicite zu betrachtende Bewegung 
jeder Kugel wird aus einer Translation in Verbindung mit einer 
Expansions- oder Kontraktionsbewegung bestehen. 

Unsere erste Aufgabe wird dann das Studium der Bewegung 
dieses Mechanismus von rein mechanischem Standpunkt aus sein, 
zunichst ohne jede Riicksicht auf die sich vielleicht ergebenden 
Analogien zu anderen Naturerscheinungen. 

Erst nachdem diese Aufgabe in geniigender Vollstiindigkeit ge- 
lést ist, diirfen wir uns in Bezug auf diesen Mechanismus in eine 
abnliche Stellung denken, wie wir sie thatsichlich wegen der Be- 
schrinktheit unserer Wahrnehmungen zu allen uns umgebenden 
Naturerscheinungen einnehmen, so dafs wir nur getrennte Kinzel- 
heiten direkt wahrnehmen kénnen, wihrend uns der ganze Zusam- 
menhang verborgen bleibt. Wir konnen uns dabei verschiedene 
Stadien der Beschriinktheit unserer Beobachtungen denken, deren 
das erste das folgende sein mag: 

Wir kénnen uns vorstellen, dafs wir zwar die Kugeln, nicht 
aber die Flissigkeit wahrnehmen kiénnen. Die Hinfliisse, welche 
von den Kugeln durch Vermittelung des Mediums gegenseitig auf- 
einander ausgeiibt werden, werden dann als die Wirkungen yon 
Fernkriften erscheinen, und wir kénnen dann somit ein vergleichen- 
des Studium dieser scheinbaren Fernkrifte hydrodynamischen Ur- 
sprunges mit den Fernkraften der Natur vornehmen. 
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Andererseits kénnen wir, sofern die allgemeinen Ergebnisse der 
Untersuchungen dazu einladen, uns in eine solche Lage gegenitber 
unserem Mechanismus denken, wie wir sie thatsichlich zu dem Er- 
scheinungskomplex beispielsweise der Elektricitiit und des Magnetis- 
mus einnehmen, nimlich dafs wir nur gewisse begleitende, vielleicht 
an sich unwesentliche mechanische Erscheinungen direkt wahrnehmen 
kénnen, und dafs diese Erscheinungen unsere einzigen Hilfsmittel 
zum Studium des verborgenen Phinomenkomplexes bilden. Unter 
diesen Vorausetzungen kénnen wir dann ebenfalls ein vergleichendes 
Studium der betreffenden mechanischen und physikalischen Erschei- 
nungen vornehmen. 

Der allgemeine Plan der Untersuchungen, und die besondere 
Aufgabe, welche nach diesem Plane gelést werden soll, ist somit ge- 
geben. Wie C. A. Bserxnes zur Stellung dieser Aufgabe gefiihrt 
wurde, und wie sich die Untersuchungen historisch entwickelt haben, 
werden wir spaiter an geeigneten Stellen erlautern. Nur so viel sei 
jetzt schon bemerkt, dafs, wenn wir hier mehrmals auf die Farapay- 
Maxwe.u-Herrz’schen Forschungen angespielt haben, dieses nur wegen 
der im allgemeinen verwandten Ziele, und nicht mit Riicksicht auf 
eine historische Abhingigkeit geschehen ist. C. A. BsERKNzs hatte die 
erste Idee zu seinen Untersuchungen schon zu einer Zeit gefafst, 
wo Farapay’s Anschauungen noch nicht den geringsten Einflufs auf 
die allgemeinen Vorstellungen der Physiker ausgeiibt hatten, und wo 
Maxwetu’s bahnbrechende Untersuchungen noch nicht angefangen 
waren. Sie haben sich auch spiiter von denselben unbeeinflufst ent- 
wickelt und lagen schon lingst in allen Grundziigen fertig abge- 
schlossen vor, ehe die Herrz’schen Versuche zu dem definitiven 
Siege der von Farapay ausgegangenen Ideen fiihrten, und ehe 
Hertz seine Mechanik schuf. 


Erster Teil. 


Voraussetzungen allgemeiner Natur. 


Erster Abschnitt. 
Aus der Theorie der Vektorfelder. 


1. Vektorgréfse und Vektorfeld. — Bei der Lisung der hydro- 
dynamischen Aufgabe, welche wir uns gestellt haben, sowie bei den 
weiteren durch die gefundene Lésung veranlafsten Diskussionen, 
werden Vektorgréfsen der verschiedensten physikalischen Natur zur 
Verwendung kommen. Teils werden wir Vektorgréfsen begegnen, 
die isoliert auftreten, wie beispielsweise die mechanische Kraft, 
welche an einem materiellen Punkte angreift. Hauptsachlich werden 
wir aber mit Vektorgréfsen zu thun haben, welche den Bewegungs- 
zustand oder irgend einen anderen physikalischen Zustand eines 
materiellen Kontinuums beschreiben. In diesem Falle haben wir 
in jedem Punkte des Kontinuums eine Vektorgréfse zu betrachten, 
und die Untersuchung der raumlichen Verteilung oder des Feldes 
der Vektorgréfse wird eine Hauptrolle spielen. 

Die Hauptsitze der Theorie der Vektorfelder wird man in den 
meisten Darstellungen der Hydrodynamik, der Elasticititslehre, der 
Potentialtheorie und der Lehre von der Elektricit’t und dem Magne- 
tismus dargestellt finden, doch meistens in der Form von Satzen 
mit konkretem physikalischen Inhalt. Bei dem Vergleich von Vektor- 
feldern verschiedener physikalischer Natur ist es aber wichtig, im 
yoraus mit den allgemeinen mathematischen Higenschaften solcher 
Felder vertraut zu sein, ohne Riicksicht auf die im besonderen 
Problem ihnen beigelegte physikalische Bedeutung. Um uns deshalb 
die getrennte Betrachtung der Vektorfelder von rein mathematischer 
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und yon physikalischer Seite zu erleichtern, werden wir hier ein- 
leitungsweise die fiir uns wichtigsten allgemeinen Prinzipien der 
Theorie der Vektorfelder als eine rein mathematische Theorie zu- 
sammenstellen, wihrend wir doch fir die Beweise auf die gewohn- 
lichen Lehrbiicher verweisen. 

Wir werden dabei nach den Cartesischen Prinzipien die 
Vektorgréfse analytisch durch drei Komponenten darstellen, aber 
uns sonst dem Sprachgebrauche der neueren Vektoranalysis méglichst 
anschliefsen, und besonders auf die von allen Koordinatensystemen 
unabhingigen geometrischen Darstellungen der Vektorgréfsen Ge- 
wicht legen. 

Es sollen dann im Folgenden az, y, x die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes des Raumes bedeuten, bezogen auf drei recht- 
winkelige Achsen; u,v, w sollen die Projektionen des Vektors auf 
die drei Achsen sein. Das ganze Feld des Vektors (u,v, w) ist 
bekannt, wenn jede der drei Gréfsen uw, v, w als eindeutige Funktion 
der Koordinaten z, y, x gegeben ist, u(x,y,%), v(x,y,%), w(2,Y,%). 


2. Vektorlinien, Vektorréhren, Vektorflufs. — Unter einer 
Vektorlinie verstehen wir eine iiberall tangentiell zur Richtung 
des Vektors verlaufende Kurve. Sind w, v, w die Vektorkomponenten, 
so werden die Gleichungen dieser Kurven durch Integration des 
Systemes 
(a) die dy _ ax 


UU v w 


gefunden. 

Denkt man sich das vollstindige System von Vektorkurven ge- 
zeichnet, und in jedem Punkte der Kurven infinitesimale Strecken 
abgetragen, deren Liinge jeweils dem Zahlenwerte des Vektors pro- 
portional ist, so erhilt man eine vollstindige geometrische Dar- 
stellung des Vektorfeldes. 

Ist m die Normale einer Fliche o, und sind cosn,x, cosny, 
cos n,x die Richtungscosinus dieser Normale, so nennen wir das 
Flaichenintegral der lings dieser Normale fallenden Komponente des 
Vektors 


(b) Pos ii (w cos na + vcosny + wcosn,x) do 


den Vektorflufs durch die Fliche o. Ist die Fliche geschlossen, 
so soll » die nach aufsen gerichtete Normale bedeuten, und der 
Wert des Integrales (b) tiber die ganze Flache berechnet soll der 
Ausflufs aus der Fliche heifsen. 


AUS DER THEORIE DER VEKTORFELDER. iil 


Kine aus Vektorkurven erzeugte Rohre heilst eine Vektor- 
réhre. Der Mantel einer solchen Réhre wird nicht durchflossen, 
der Vektorflufs durchsetzt nur die Querschnittsflichen. Zeichnet 
man ein System von hinliinglich diinnen Vektorréhren, und giebt 
den Wert des Vektorflusses in allen Querschnitten aller Réhren an, 
so erhalt man ebenfalls eine vollstindige Darstellung des Vektor- 
feldes. 


3. Die Vektorkomponenten an Unstetigkeitsflachen. — Der Vektor 
soll nach unseren Voraussetzungen iiberall im Feld endliche Werte 
haben, und im allgemeinen auch von Punkt zu Punkt stetig ver- 
inderlich sein. 


An gewissen Grenzfliichen, die wir immer geschlossen voraus- 
setzen, und die also das Vektorfeld in zwei getrennte Partialfelder 
zerlegen, diirfen doch Unstetigkeiten vorkommen. Den Vektor inner- 
halb der Grenzflichen werden wir durch (U,V,W)_ bezeichnen, 
wahrend wir im 4ufseren-Raum das (u, v, w) beibehalten. An solchen 
Flachen ist die Betrachtung derjenigen Vektorkomponenten, welche 
entweder lings der Normale oder in die Tangentialebene fallen, von 
besonderer Wichtigkeit. 


Die Ausdriicke 


(wu, v, w), = Ucosn se + v cosny + w cosn,x 


n 


(U,V, W), 


(a) 


ll 


Ucosna + Vcosny + Weos nx 


stellen die Komponenten dar, welche die Vektoren des iufseren be- 
ziehungsweise des inneren Feldes lings der Normalen der Grenz- 
flache haben. 

Projizieren wir diese normalen Vektorkomponenten auf die Koordi- 
natenachsen, und ziehen diese Projektionen von den entsprechenden 
Projektionen des totalen Vektors ab, so erhalten wir Vektorgrélsen 
(Ur) Uz} Wr) und (U,, V,, W,), welche die Komponenten 


U;, = U— (U, Y, W), COS Nx C= UUW) cos nee 
(bl) v, = v— (u,v, w), COS n,Y V, = V—(U,V, W), cos 2,3 


WwW, = w— (U, Y%, W),, COS NX W, = W—(U,V,W),, cos nx 


haben, und welche die tangentiellen Vektorkomponenten der beiden 
Partialfelder an der Grenzfliche darstellen. 
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4. Divergenz und Wirbel eines Vektors. — Aus einem gegebenen 
Vektor (u,v, w) kénnen wir durch Differentiationen nach den Koordi- 
naten die skalire Grolse 


i) ae Eun Me pl 
und die Vektorgrélse 

Ow Ov Ou Ow ne Ov du 
(b) 8 = 55 gat) Seer cee ee 


ableiten. Die skalire Gréfse e heifst im Sprachgebrauch der Vektor- 
analysis die Divergenz des Vektors (u,v,w), wahrend man den 
abgeleiteten Vektor (& 7, 6) als den Wirbel des gegebenen Vektors 
bezeichnet. 

In den Punkten einer Unstetigkeitsflaiche verlieren diese Defini- 
tionen ihre Bedeutung. Wir kénnen aber dort verwandte abgeleitete 
Grdéfsen bilden. Die Differenz der Normalkomponenten des Vektors 
an beiden Seiten der Grenzfliche, das heifst die skalire Gréfse 


(a’) e = (u,v, vw), — (Ueda). 


werden wir die Flachendivergenz an der Diskontinuitatsflache 
nennen. In 4&hnlicher Weise definieren die tangentiellen Vektor- 
komponenten einen in die Grenzfliche fallenden Vektor (&’, 7, ¢’), 
dessen rechtwinklige Komponenten durch die Differenzen 


(b’) & = u,— TU, 7 = 17.—VF,, C= w,—W, 


gegeben sind, und welchen wir den Flichenwirbel oder Gleitungs- 
wirbel an der Grenzfliiche nennen werden. 

Von der Verwandtschaft der Flichendivergenz e’ mit der ku- 
bischen Divergenz e und des Flichenwirbels (&, 7, ¢’) mit dem 
kubischen Wirbel (7, ¢) kann man sich durch einen einfachen 
Grenziibergang iiberzeugen. Man denkt sich die Diskontinuitits- 
fliche erst durch eine kérperliche Ubergangsschicht ersetzt, wo der 
Vektor allerdings schnell, aber doch stetig seine Grifse und Richtung 
veriindert. In dieser Schicht haben die Ableitungen nach den Koordi- 
naten, und besonders auch die Divergenz und der Wirbel grofse, 
aber endliche Werte. Man lafst dann die Dicke der Ubergangs- 
schicht verschwinden, wiihrend man gleichzeitig die Werte der Di- 
vergenz und des Wirbels umgekehrt proportional der Schichtdicke 
anwachsen lifst. Aus den dabei endlich bleibenden Produkten aus 
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Divergenz e und Schichtdicke, beziehungsweise aus Wirbel (&, 7, £) 
und Schichtdicke erhilt man die neuen Begriffe der Flichen- 
divergenz e und des Flichenwirbels (¢’, 1/, &’). 

Was sonst die durch Gleichung (a) definierte kubische Diver- 
genz e betrifit, so kann sie auch definiert werden als der auf die 
Volumeinheit bezogene Ausflufs (2) durch die Oberfliche eines Volum- 
elementes. Und ahnlich kann die Flachendivergenz e’ als der auf 
die Flacheneinheit bezogene Ausflufs aus einem Flichenelement der 
Diskontinuitatsfliche definiert werden. Dieser Ausflufs aus der 
Diskontinuitatsflache ist mit dem plotzlichen Zuwachs identisch, 
welchen der Vektorflufs beim Durchsetzen dieser Fliche erhilt. 


5. Solenoidales Vektorfeld. — Nehmen wir an, dafs die Kom- 
ponenten des Vektors (u, v, w) innerhalb eines gewissen Raumes der 
Bedingung 


Ou Ov dw 
(a) a ag ee ES = it 


geniigen. Dann ist der Ausflufs aus jedem Volumelement und folg- 
lich auch aus jeder beliebigen endlichen geschlossenen Flache in 
diesem Raum gleich Null. Hieraus folgert man weiter, dafs in allen 
Vektorréhren der Vektorflufs durch alle Querschnitte gleiche Werte 
haben wird. Jede Réhre hat also in diesem Fall einen eindeutig 
bestimmten Vektorflufs, und man braucht zur Darstellung des Feldes 
nur hinlanglich viele Rohren mit angegebenem Wert des Flusses 
zu zeichnen. Am zweckmifsigsten wihlt man dann Vektorréhren, 
fiir welche der Vektorflufs gleich Eins ist, und um diese Rohren 
hinlanglich din zu erhalten, wihlt man zur Darstellung des Vektors 
eine Hinheit hinlanglich kleiner Gréfsenordnung. Die entsprechenden 
infinitesimalen Hinheitsréhrchen nennen wir Solenoide. Sind die 
Solenoide des Feldes gezeichnet, so kann man iiberall den Wert 
des Vektors finden, da derselbe lings der Solenoidachse gerichtet 
und gleich dem reciproken Querschnitt des Solenoids ist. Jede 
durch Solenoide darstellbare Vektorgréfse heifst eine solenoidale 
Vektorgréfse, und die Bedingungsgleichung (a) die Solenoidal- 
bedingung. 


6. Potentielles oder lamellares Vektorfeld. — Betrachten wir 
jetzt eine Vektorgréfse, deren Komponenten die Bedingungen 


Ow Ov Ou Ow dv Ou 


(a) imo VOR da’ On” OY 
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erfiillen. Das Feld ist dann wirbelfrei. Wenn diese Bedingungen 
erfiillt sind, haben die Vektorkomponenten die Eigenschaft, dals sie 
sich als partielle Ableitungen einer Funktion g darstellen lassen 


a) Og 
(b) “u= ee jie w= ote 


Die von den Koordinaten 2, y, x abhiingige Funktion g heifst das 
Potential des Vektors (#2, w), und der wirbelfreie Vektor kann 
auch als eine potentielle Vektorgrifse bezeichnet werden. Substituiert 
man (b) in der Gleichung 4(a), so erhiilt man die Divergenz des 
Feldes durch das Potential m ausgedriickt 


Op CP. 
(c) aa tay tae — ° 


oder mit einer gewéhnlichen abgekirzten Bezeichnung 


(c’) Vp = @. 
Eine Fliche 


yp (x,y,%) = const. 


nennen wir eine Aquipotentialfliche, und den Raum zwischen zwei 
solchen nahe aneinander verlaufenden Flachen eine aquipotentielle 
Schicht. Die Vektorkomponenten wu, v, w sind dem Richtungs- 
kosinus der Normale dieser Fliche proportional, so dafs der Vektor 
in die Normale der iiquipotentiellen Fliche fillt. Weiter kann 
der Vektor selbst 


geschrieben werden, wenn » die Normale der Aquipotentialflache 
ist, und dieser Ausdruck lifst sich in der folgenden Weise deuten: 
Og ist der konstante Unterschied der Potentialwerte der beiden 
Flichen, welche eine iiquipotentielle Schicht begrenzen, On ist die 
von Ort zu Ort veriinderliche Dicke dieser Schicht. Folglich Andert 
sich der Wert des Vektors umgekehrt proportional der Schichtdicke. 

Wahlen wir jetzt eine Hinheit geniigend kleiner Gréfsenordnung, 
und zeichnen die Aquipotentialflachen ftir Potentialunterschiede Eins, 
so dals sie unendlich diinne Aquipotentialschichten oder Lamenien 
begrenzen, Diese Lamellen geben eine vollstiindige geometrische 
Darstellung des Vektorfeldes: der Vektor verliuft lings der Lamellen- 
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normale und ist gleich der reciproken Dicke der Lamelle. Die 
wirbelfreien oder potentiellen Vektorfelder kénnen wir deshalb auch 
lamellare Vektorfelder nennen. 


7. Laplace’sches Vektorfeld. — Schliefslich kénnen innerhalb 
eines gewissen Raumes die Solenoidalbedingung und die Potential- 
bedingung gleichzeitig erfiillt sein. Die Vektorkomponenten lassen 
sich dann in der Form 6(b) mit Hilfe eines Potentiales ausdriicken, 
und dieses Potential erfiillt die Lapnacn’sche Gleichung 


(a) Vip = 0. 


Zur geometrischen Darstellung dieses Feldes kann man sich mit 
gleichem Recht der Solenoide oder der Lamellen bedienen. 


8. Solenoidale Grenzflichenbedingung. — Kommt im Feld eine 
Diskontinuititsfliche vor, so kann es eintreffen, dafs in jedem Punkt 
derselben die Flichendivergenz Null ist, so dafs sich die normale 
Vektorkomponente kontinuierlich durch dieselbe fortsetzt: 


(a) (u,0, 0), = (U,V, ),. 


Diese Bedingung kann als ein Spezialfall der allgemeinen Solenoidal- 
bedingung 5(a) aufgefafst werden, und wir werden dieselbe deshalb 
die solenoidale Grenzflichenbedingung nennen. Wenn diese 
Bedingung erfiillt ist, wird offenbar die Stromfiihrung einer Vektor- 
rohre keine plétzliche Anderung an der Grenzfliche erleiden. 

Gilt die allgemeine Solenoidalbedingung 5 (a) fiir die Partial- 
felder aufserhalb und innerhalb der Grenzfliche, und ist die sole- 
noidale Grenzflichenbedingung (a) an der Grenzfliche erfiillt, so 
werden die zwei solenoidalen Partialfelder zusammen ein solenoi- 
dales Gesamtfeld bilden. 

Sind die zwei Partialfelder potentiell, mit den Potentialen 
und ®, so lafst sich die Bedingung (a) 


dg  <a® 
(b) , EY 


schreiben. Ist die Grenzfliche eine wirkliche Diskontinuititsflache, 
so kann der Wirbel der Fliche nicht gleichzeitig mit der Divergenz 
verschwinden. Man hat dann zwei durch eine Wirbelfliche ge- 
trennte potentielle Partialfelder, die zusammengenommen nicht ein 
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potentielles Gesamtfeld darstellen kénnen, wohl aber ein solenoidales 
Gesamtfeld, wenn nimlich die zwei Partialfelder Lapuace’sche sind. 


9. Potentielle oder lamellare Grenzflachenbedingungen. — An 
der Diskontinuititsflache kann es andererseits eintreffen, dafs die 
Bedingungen 


(a) Ca U;, Ga BV es, w, = W, 


erfullt sind. Die beiden Partialfelder grenzen dann mit kontinuier- 
lichen tangentiellen Vektorkomponenten aneinander an. 

Ist diese Bedingung erfillt, und sind die beiden aneinander 
grenzenden Vektorfelder fiir sich betrachtet potentiell, so gehen 
die Lamellen beider Felder kontinuierlich ineinander iiber. Ist s 
die Kurvenlinge einer beliebig verlaufenden Kurve in der Grenzfliache, 
und sind gm und © die Potentiale des aufseren und des inneren 
Partialfeldes, so kinnen die Bedingungen (a) auch 


i) o@ 
(b) ae = ae 


geschrieben werden. Wenn man integriert und die fiir die Dar- 
stellung des Vektorfeldes bedeutungslose Integrationskonstante gleich 
Null setzt, so wird 


(c) p= OD. 


Ist also an einer Grenzfliiche zwischen zwei Potentialfeldern die 
Bedingung (a) von der Kontinuitiit der tangentiellen Vektorkompo- 
nenten erfillt, so kénnen die Potentiale der zwei Felder so gewahlt 
werden, dafs sie sich kontinuierlich aneinander schliefsen (c). Ist 
umgekehrt die Bedingung (c) von der Kontinuitit der Potentiale 
erfillt, so folgt durch die Differentiation die Gleichung (b), welche 
die Kontinuitéit der tangentiellen Vektorkomponenten ausspricht. 
Die Bedingung von der Kontinuit&ét der Tangentialkomponente, 
welche sich im allgemeinsten Fall durch (a) und in spezielleren 
Fallen durch (b) oder (c) ausdriickt, wollen wir die potentielle 
Grenzflichenbedingung nennen. Zwei potentielle Partialfelder, 
die diese Bedingung erfiillen, bilden ein potentielles Gesamtfeld. 


10. Eindeutige Bestimmtheit des Laplace’schen Vektorfeldes durch 
Grenzflachenbedingungen. — Die fundamentale Bedeutung der oben 
wiedergegebenen Hinteilung der Vektorfelder tritt besonders hervor, 
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durch die bekannten Sitze iiber die Bedingungen, welche hinreichend 
sind, um ein Vektorfeld eindeutig zu bestimmen. Bei der Wieder- 
gabe dieser Siitze setzen wir immer yoraus, dafs die betrachteten 
Felder einfach zusammenhingende Raume erfiillen. 

Kin Lapuace’sches Feld innerhalb einer Grenzfliche ist eindeutig 
gegeben in zwei Fallen: 

(A) Wenn die normale Vektorkomponente in jedem Punkte der 
Grenzfliiche gegeben ist. 

(B) Wenn die tangentielle Vektorkomponente in jedem Punkte 
der Grenzfliche gegeben ist. 


Anstatt auf den Vektor kénnen die S&tze auf sein Potential 
bezogen werden. Der erste sagt dann aus, dafs das Potential be- 
stimmt ist, von einer fiir die Darstellung des Vektorfeldes belang- 
losen additiven Konstanten abgesehen, wenn die Ableitung des Poten- 
tiales lings der Normale in allen Punkten der Grenzfliche ge- 
geben ist. Die Konstante wird bestimmt, wenn zugleich der 
Wert des Potentiales in einem bestimmten Punkte des Feldes be- 
kannt ist. 

Der zweite Satz nimmt ganz entsprechend die Form an, dals 
das Potential, von der belanglosen Konstanten abgesehen, durch die 
zur Grenzfliche tangentiellen Ableitungen des Potentiales gegeben 
sind. Die Konstante ist wieder bestimmt durch einen angegebenen 
Wert des Potentiales in einem bestimmten Punkte. Da schliefslich 
die Kenntnis der Werte des Potentiales in allen Punkten der Grenz- 
flache die Kenntnis sowohl der tangentiellen Ableitungen, als des 
Potentialwertes in einem bestimmten Punkte des Feldes enthilt, so 
folgt die besonders einfache und niitzliche Form des Satzes, dats 
das Potential eindeutig bestimmt ist, wenn sein Wert in allen 
Punkten der Grenzfliche gegeben ist. 

Ist das Lapiacr’sche Feld nach innen begrenzt, nach aufsen da- 
gegen unbegrenzt, so geniigt eine den Bedingungen (A) oder (B) zur 
eindeutigen Bestimmung des Feldes, wenn man die Bedingung hin- 
zunimmt, dafs das Potential oder der Vektor im Unendlichen ver- 
schwinden soll. Und zwar soll, wenn R der Radius Vektor ist, 
welcher von einem Punkte im Endlichen zu dem entfernten Punkte 
fihrt, wo wir den Wert des Potentiales oder des Vektors betrachten, 


; ou ie : - 1 
das Potential wie eine kleine Gréfse von der Ordnung a der ab- 
solute Wert des Vektors wie eine kleine Grifse von der Ordnung 
7 verschwinden, wenn & iiber alle Grenzen hinauswichst. 
uv 


2 
BsERKNES, Vorlesungen. I. 2 
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11. FEindeutige Bestimmtheit der volistandigen Vektorfelder 
durch Divergenz und Wirbel. — Das Lapuacr’sche Vektorfeld ist immer 
entweder nach innen oder nach aufsen begrenzt. Unter einem voll- 
stindigen Vektorfelde werden wir ein Vektorfeld verstehen, welches 
weder nach innen noch nach aufsen begrenzt ist, und welches im 
Unendlichen verschwindet. Ein vollstindiges Vektorfeld kann also 
nicht in seiner ganzen Ausdehnung ein Lapnace’sches Feld sein, son- 
dern mufs notwendig Divergenzen oder Wirbel enthalten, die tibrigens 
kubischer oder flichenhafter Natur sein kénnen. 

Hin solches vollstiindiges Vektorfeld ist eindeutig bestimmt, 
wenn die Divergenzen und die Wirbel gegeben sind. 

Kommen keine Wirbel, sondern nur Divergenzen vor, so ist das 
Feld ein vollstindiges Potentialfeld. Ist die kubische Diver- 
genz e als Funktion der Koordinaten z,, y,, x,, die Flachendivergenz e’ 
als Funktion der Koordinaten x,y’, x’ gegeben, und ist dr, ein 
kubisches Element, do’ ein Flachenelement, so driickt sich das 
Potential im beliebigen Punkte 2, y,x% dieses Feldes durch das 
bekannte Integral 


edt eda 
o ie --|i-lee 


1 = Ve—afP+o—y4 +@—z) 


~ 


: V (a—a)? + (y—y)?>+(%—2’). 


Die Quadraturen sollen tiber alle Punkte C5 Y,>%s Bee ae aS 
gedehnt werden, wo kubische Divergenz e oder Flichendivergenz e’ 
vorkommt. 

Kommt keine kubische Divergenz e, sondern nur Flichendiver- 
genz e vor, so reduciert sich das Vektorfeld auf zwei aneinander 
grenzende Lapuacr’sche Felder, welche durch eine mit Flichendiver- 
genz behaftete Diskontinuititsfiche yoneinander getrennt sind. In 
Formel (a) bleibt dann nur das letzte tiber die Diskontinuititstliche 
zu berechnende Integral stehen. 
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Zweiter Abschnitt. 


Aus den Prinzipien der Hydrodynamik. 


12. Die Euler’sche Fassung der hydrodynamischen Probleme. — 
Die allgemeinen Prinzipien der Hydrodynamik werden wir als be- 
kannt voraussetzen, und stellen die Fundamentalgleichungen auf unter 
. Erinnerung an ihre Bedeutung, aber ohne die Ableitungen wieder- 
zugeben. 

Wir werden ausschliefslich die Eunter’sche Darstellungsform der 
hydrodynamischen Probleme anwenden. Nach derselben kiimmern 
wir uns nicht um die dynamische Geschichte des einzelnen indivi- 
duellen Fliissigkeitspartikelchens, sondern suchen die riumliche Ver- 
teilung der Geschwindigkeit, der Dichte und des Druckes in der 
Fliissigkeit zu jeder Zeit zu bestimmen. Mit anderen Worten, wir 
richten unsere Aufmerksamkeit auf das Vektorfeld der Geschwindig- 
keit und auf die skaliiren Felder der Dichte und des Druckes. Die 
Aufgabe ist, die Geschwindigkeitskomponenten w, v, w, den Druck p 
und die Dichte q der Fliissigkeit als Funktionen der Koordinaten 
x, y, x eimes beliebigen Raumpunktes und der Zeit ¢ darzustellen. 
Ist das geschehen, so sind siimtliche erwihnten Vektorfelder und 
skaliren Felder bekannt. 

Die Bedingungen, welche zu der Bestimmung dieser Felder 
dienen, sind teils kinematischer, teils dynamischer Natur. Diese 
beiden Klassen von Bedingungen werden wir getrennt betrachten. 


13. Die kinematischen Bedingungen. — Die Masse der Fliissig- 
keit erhilt sich bei jeder beliebigen Bewegung konstant. Diese Be- 
dingung driickt sich durch die sogenannte Kontinuititsgleichung aus: 


d(qu) , Ov) , Ow) , OG _ 
(a) 0x € ay whee tna¢ =a 


Der erste dreigliedrige Ausdruck ist die Divergenz des Vektors 
(qu, qv, qw), welche das Produkt der Geschwindigkeit und der Dichte 
ist. Die Gleichung sagt also unmittelbar aus, dafs die zeitliche 


z 0 P 
Abnahme der Dichte im Volumelement, Se dem Massenausfluss 


aus dem Volumelemente gleich ist. 
Das Auftreten des Vektors 


b= qu, 0= 9%, B= 4 
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in dieser ersten Fundamentalgleichung ist eine erste Ursache, warum 
es unter Umstiinden vorteilhaft sein mag, diesen Vektor anstatt der 
Geschwindigkeit als Fundamentalvektor einzufithren. Derselbe stellt 
die Bewegungsgrifse oder das Moment der Fliissigkeit, auf die Kin- 
heit des Volumens bezogen, dar. Wenn wir diesen Vektor spater zur 
Verwendung bringen, werden wir denselben als die hydrodynamische 
Feldintensitit bezeichnen. 

Aus der Undurchdringlichkeit der Kérper folgt eine der Be- 
dingung (a) verwandte Bedingung, welcher die Fliissigkeit an der 
Grenzfliche mit fremden Kérpern geniigen muss. Die Undurch- 
dringlichkeit, ergiinzt durch die Bedingung, dafs die Fliissigkeit 
auch nie von den fremden Kérpern losgerissen werden soll, erfordert 
nimlich, dafs die Flissigkeit in der Richtung normal zur Grenz- 
fliche dieselbe Geschwindigkeit haben mufs, als der anliegende 
Oberflichenpunkt des fremden Kérpers. An der Grenzfliche erfillt 
mit anderen Worten die Geschwindigkeit die solenoidale Grenzflichen- 
bedingung, so dafs wir nach 8 (a) 

(b) (u,: 84a) wee (OR Va) 


rh 
n 


schreiben kénnen, wo U,V, W die Geschwindigkeitskomponenten eines 
Oberflichenpunktes des fremden Kérpers bedeuten. 


14. Die dynamischen Bedingungen. — Wihrend die aufgestell- 
ten kinematischen Bedingungsgleichungen allgemein giiltig sind fiir 
jede Flissigkeit oder itberhaupt fiir jedes materielle Kontinuum, 
welche auch die besonderen physikalischen und dynamischen Eigen- 
schaften sein mégen, kénnen die Bewegungsgleichungen nur nach 
einer genaueren Festsetzung dieser Kigenschaften aufgestellt werden. 

Wir setzen die Flissigkeit reibungslos oder vollkommen fliissig 
voraus. X, Y, Z sollen die Komponente der iiufseren beschleu- 
nigenden Kraft sein, welche die Flissigkeitspartikelchen angreift. 
Zwischen dieser beschleunigenden Kraft, der Geschwindigkeit, der 
Dichte und dem Druck der Fliissigkeit bestehen dann die EuLER’- 
schen Gleichungen 


Ou Ou Ou Ou - 1 0p 
af ae 0 aye eee eee 
Ov Ov Ov Ov 10 
a zie — neta ee ; P 
(a) ag te ae he ther Sure |), 
dw dw Ow Ow 1 Op 
ce ag ag ee a ee 
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Die linken Seiten dieser Gleichungen stellen bekanntlich die 
Beschleunigungskomponenten des bewegten materiellen Fliissigkeits- 
partikelchens dar. Im letzten Glied rechts kommen die Kompo- 


nenten der potentiellen Vektorgrifse — a _ as ~ a vor. 
Yy % 


Diese Vektorgréfse nennen die Meteorologen den Gradienten. Durch 
die Dichte q dividiert giebt sie den beschleunigenden Gradienten, 
welcher die Komponenten 


ca A alg 1 

q Oy’ q Ox 
hat, und welcher die von dem Druck herrithrende beschleunigende 
Kraft darstellt. Die Gleichungen sagen also einfach aus, dafs die 
Beschleunigung eines Fliissigkeitspartikelchens der Summe der 
aulseren beschleunigenden Kraft und des beschleunigenden Gra- 
dienten gleich ist. 


15. Solenoidalbewegung. — Die vier Bedingungen 18(a) und 
14(a), welche in jedem Punkte der Fliissigkeit erfiillt werden 
miissen, geniigen noch nicht zur Bestimmung der fiinf Unbekannten 
u,v, w, p,q. Eine fiinfte, von der physikalischen Natur der Fliissig- 
keit abhingende Relation mufs zur Hilfe genommen werden. Mei- 
stens wird diese als eine Relation zwischen Dichtigkeit und Druck 
gewahlt. 

Wir werden diese Relation méglichst einfach wihlen, indem 
wir die Dichtigkeit g als eime von allen aufseren Einfliissen und 
aufserdem von den Koordinaten und der Zeit unabhingige Kon- 
stante annehmen: 


q = const. 


Die Fliissigkeit ist dann homogen und inkompressibel, und es bleiben 
nur vier unbekannte Funktionen zuriick, nimlich uw, v, w, p. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so vereinfacht sich sofort die Natur 
der Flissigkeitsbewegung. Das q fallt aus der Gleichung 13 (a) 
aus, und dieselbe reduciert sich auf die Form der Solenoidal- 


bedingung: 


(a) setaptae = ° 


Erinnern wir uns zugleich an die immer giiltige Grenzflichen- 
bedingung 13(b), so erhalten wir das Resultat: 
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Das Geschwindigkeitsfeld in einer homogenen, inkompressiblen 
Fliissigkeit ist ein solenoidales Vektorfeld, welches an den Grenz- 
flachen der solenoidalen Grenzflichenbedingung geniigt. 


15. Wirbelfreie Bewegung. — Aus der Konstanz der Dichte 
folgt sofort, dafs der beschleunigende Gradient eine potentielle Vektor- 
gréfse wird. Setzen wir voraus, dafs die Adufsere beschleunigende 
Kraft X, Y, Z von einer Kraftfunktion abhingt, also eine po- 
tentielle Vektorgréfse ist, so miissen auch die Ausdriicke links in 
den Gleichungen 14(a) die Komponenten einer potentiellen Vektor- 
gréfse sein. Mit anderen Worten: in einer homogenen, inkompres- 
siblen Fliissigkeit, welche der Wirkung nur von Kraften konserva- 
tiver Natur ausgesetzt ist, ist die Beschleunigung des Fliissigkeits- 
partikelchens eine potentielle Vektorgrilse. 


Unter diesen Umstiinden findet, wie Henmuourz nachgewiesen 
hat, keine Wirbelbildung in der Fliissigkeit statt. Wenn die Wirbel 
4(b) der Geschwindigkeit (w,v,w) im Anfangszustand Null sind, 
so werden sie immer Null bleiben; oder, wenn das Geschwindigkeits- 
feld zur Anfang der Zeit ein potentielles Feld ist, so wird es immer 
ein potentielles Feld bleiben, und die Geschwindigkeit lifst sich zu 
jeder Zeit durch ein Geschwindigkeitspotential g ausdriicken, 


0 0 0 
(a) - ® A 


Aus den kinematischen Bedingungen folgt also, dafs das Ge- 
schwindigkeitsfeld der homogenen, inkompressiblen Fliissigkeit sole- 
noidal ist. Unter den angegebenen dynamischen Bedingungen wird 
das Feld zugleich potentiell sein. Diese kinematischen und dyna- 
mischen Bedingungen zusammen haben also zur Folge, dals das 
Geschwindigkeitsfeld ein Lapnace’sches Feld wird, dessen Geschwin- 
digkeitspotential die Lapnacr’sche Gleichung erfiillt, 


(b) Vig =.0. 


Mit dieser Vereinfachung der geometrischen Natur des hydro- 
dynamischen Stromfeldes folgt auch eine Vereinfachung der Dynamik 
desselben. Die Substitution von (a) in die Gleichungen 14 (a) ge- 
stattet nimlich, eine Integration dieser Gleichungen auszufiihren. 


Das Resultat dieser Integration wird, wenn wir die aulsere Kraft 
(X, Y, Z) gleich Null setzen: 
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pm raat — sel 3a) s Gaye (22), 


Diese Gleichung giebt den Druck p, wenn das Geschwindigkeits- 
potential q und der wihrend des Ruhezustandes herrschende sta- 
tische Druck P bekannt sind. 


16. Bewegung fremder Kérper in der Flissigkeit. — Wir 
haben uns die Aufgabe gestellt, die Bewegung eines Systems yon 
Korpern in der Fliissigkeit zu untersuchen. 

Wir nehmen an, dafs in der Fliissigkeit keine fremde Kraft 
wirkt, und dafs die Tliissigkeit homogen und inkompressibel ist. 
Weiter setzen wir voraus, dafs die Fliissigkeit in unendlicher Ent- 
fernung ruht, und dafs die ganze Bewegung der Fliissigkeit von der 
Bewegung der Kérper herriihrt. Das heifst, der Anfangszustand soll 
ein solcher sein, dafs sowohl die Fliissigkeit als die Kérper sich in 
Ruhe befinden. 

Wenn die Kérper sich zu bewegen anfangen, setzt auch die 
Bewegung in der Fliissigkeit ein. Diese Bewegung wird eine sole- 
noidale und wirbelfreie, also eine Lapnacr’sche, und das Geschwindig- 
keitsteld wird folglich nach dem Satze 10(A) durch die Normal- 
geschwindigkeit an der Oberfliiche der Kérper in eindeutiger Weise 
bestimmt. 

Der augenblicklich vorhandene Bewegungszustand der einge- 
tauchten Kérper bestimmt also die Bewegung der Fliissigkeit zu 
jeder Zeit eindeutig. Passieren beispielsweise die Kérper zu einer 
Zeit t, durch dieselben Lagen, welche sie zu einer fritheren Zeit 1, 
gehabt haben, mit denselben Geschwindigkeiten, so hat die Fliissig- 
keit zu den Zeiten ¢, und ¢, identisch dieselbe Bewegung, und in 
demselben Augenblick, in welchem die Bewegung der Korper auf- 
hort, hért auch jede Bewegung in der Fliissigkeit auf. 

Dieser Umstand, dafs die Bewegung der Fliissigkeit durch die 
Bewegung der eingetauchten Kérper eindeutig bestimmt ist, macht 
eine zweckmiifsige Teilung der vorliegenden Aufgabe, in einen 
kinematischen und einen dynamischen Teil méglich. 


Wir kénnen uns erst die Bewegungen der Kérper als gegeben 
denken, und die dadurch eindeutig bestimmten Stromfelder in rein 
geometrischer Weise untersuchen. Diese einleitende Aufgabe ist 
eine rein kinematische. Allerdings beruht die Méglichkeit, diese 
Aufgabe getrennt zu behandeln, implicite auf den dynamischen 
Eigenschaften der Flissigkeit, welche die potentielle Natur der Strom- 
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felder zur Folge haben. Aber sonst wird sie kein direktes Zuriick- 
greifen auf dynamische Betrachtungen erfordern, so dafs die Be- 
handlungsweise eine rein kinematische oder geometrische wird. 

Wenn wir diese geometrische oder kinematische Aufgabe voll- 
stiindig erschépft haben, kénnen wir die dynamische Diskussion der 
gefundenen Bewegung mit Hilfe der allgemeinen Druckformel 15 (c) 
angreifen, um die dynamische Wechselwirkung yon Kérper und 
Fliissigkeit zu studieren. 


Zweiter Teil. 


Kinematische Untersuchung der Flissigkeitsbewegungen 
bei gegebenen Bewegungen der Kugeln. 


Erster Abschnitt. 


Volumindernde Kugeln. 


17. Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten einer Kugel. 
— Um analytische EKinfachheit zu erreichen, haben wir bei der 
Aufstellung unseres Problems angenommen, dals die in der Fliissig- 
keit vorhandenen fremden Kérper Kugelform haben. 

Es sei zunichst nur eine Kugel vorhanden, und es seien a, 0b, ¢ 
die Koordinaten des Mittelpunktes und d der Radius derselben. 
Thre Gleichung wird dann 


(a) (2) ey — be (ec) d* 


wenn wv, 7, x die laufenden Koordinaten auf der Kugelfliiche sind. 
Die Lage und die Bewegung der Kugelfliiche ist zu jeder Zeit 
bekannt, wenn die vier Parameter 


(b) Os eee Woe eae 


als Functionen der Zeit gegeben sind. Dabei sehen wir von einer 
miglichen Rotationsbewegung der Kugel ab, da dieselbe keine 
wesentliche Verinderung der geometrischen Verhiltnisse zur Folge 
hat, und fiir die Bewegung in einer reibungslosen Fliissigkeit be- 
langlos bleibt. 

Die Ableitungen der vier Parameter (b) nach der Zeit, welche 
wir mit der Newron’schen Bezeichnung 


(c) ane, ad, 
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schreiben, sind die vier Geschwindigkeitskomponenten der Kugel. 
Die drei ersten d,b,é stellen die translatorische Geschwindigkeit 
dar, die letzte d die Geschwindigkeit, mit der sich die Linge des 
Kugelradius andert. 

Der von dem Kugelcentrum a, }, ¢ nach einem beliebigen Raum- 
punkt 2, y, « gerichtete Radius vektor ist die immer positive Grofse 


(d) r=V@—aP+y—d?+(e—o), 


welche wegen des darin enthaltenen a, b,c implicite von der Zeit ¢ 
abhingig ist. 


18. Volumandernde Kugel. — Wir werden in diesem Abschnitte 
annehmen, dafs die Kugel keine translatorische Bewegung hat, und 
dafs nur der Radius d Veranderungen erleidet. d,,¢ sind also 
vorliufig Null, und a, b, ¢ von der Zeit unabhingige Grdéfsen. 

Fiir die Bestimmung der in der umgebenden Fliissigkeit er- 
zeugten Bewegung geniigt die Kenntnis der Bewegung der Kugel- 
oberflache; die méglichen Bewegungen im Inneren der Kugel haben 
keine Bedeutung. Um vollstiindige Vektorfelder zu erhalten, wollen 
wir aber im allgemeinen von bestimmten Voraussetzungen iiber den 
Bewegungszustand auch im ganzen Inneren der Kugel ausgehen. 

Wir setzen dann voraus, dals sich an die radiale Geschwindigkeit 
d eines Oberflichenpunktes im Inneren eine radiale Geschwindigkeit 
proportional der Entfernung vom Centrum anschliefst. Diese radiale 
Geschwindigkeit innerhalb der Kugel wird also 


rot 
e On 
Wie man unmittelbar sieht, liifst sie sich als die partielle Ableitung 
nach r yon dem Potential 
cae a. 
(a) wae S rq d 
darstellen. Dieses Potential erfiillt nicht die Lapnacr’sche Gleichung, 
denn man findet 
(b) Ya ea 
Die Natur der anschliefsenden Bewegung in der umgebenden 


Fliissigkeit lafst sich sofort ohne Rechnung voraussehen. Die Ge- 
schwindigkeit mufs wegen der Symmetrie rein radial sein. Und da 
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der Flufs mit wachsender Entfernung Kugelflachen durchsetzt, deren 
Oberflachen proportional dem Quadrat der Radien zunehmen, so 
folgt aus der solenoidalen Natur des Flusses, dafs die Geschwindig- 
keit umgekehrt wie das Quadrat dieses Radius abnehmen muls. Der 
allgemeine Ausdruck der Geschwindigkeit wird also eine Konstante 
dividiert durch r?, und da die Geschwindigkeit an der Oberfliche 
der Kugel, dafs heifst fir »=d, den Wert d haben soll, so wird 
der definitive Ausdruck 


Dieser Ausdruck ist die partielle Ableitung nach r von 
a 
(c) Pa td, 


welches also das Potentiai der Fliissigkeitsbewegung in der Um- 
gebung der Kugel darstellt. 


19. Totale und specifische Volumausdehnungsgeschwindigkeit. — 
Als die charakteristischen Parameter des Feldes aulfserhalb und 
innerhalb der Kugel treten hier Radius d und Radialgeschwindig- 
keit d auf. Gewissen Aufgaben gegeniiber sind aber andere Para- 
meter vorzuziehen. Bezeichnen wir das Volumen der Kugel durch 
EB, so ist 


(a) H = 4na*. 


Durch Differentiation nach der Zeit ergiebt sich fiir die kubische 
Volumausdehnungsgeschwindigkeit 


(b) E = 4aud'd. 

Schliefslich werden wir durch é die auf die Volumeinheit bezogene 
oder specifische Ausdehnungsgeschwindigkeit bezeichnen, so dals 
(c) Hos él. 

6 stellt dann das dreifache der linedren Ausdehnungsgeschwindigkeit 


a im Inneren der Kugel dar. 


d 
Das Potential der Ausdehnungsbewegung im Inneren der Kugel 
driickt sich besonders einfach durch die specifische Ausdehnungs- 


geschwindigkeit é aus, 
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(d) DP = ter? 

und besonders bemerkt man, dafs é die Divergenz des Feldes darstellt, 
(e) V2@ = é. 


Das Potential des anschliefsenden Aufseren Feldes nimmt be- 
sonders einfache Form an, wenn wir die totale Volumausdehnungs- 
geschwindigkeit # einfiihren, namlich 
f soagt 
(!) Sie 4nur- 


20. Das Feld der volumandernden Kugel. — Das Feld in der 
Fliissigkeit ist solenoidal und potentiell. Innerhalb der Kugel ist 
das Feld wohl potentiell, nicht aber solenoidal, da wir dort eine 
Divergenz é haben. An der Grenzfliiche ist die solenoidale Grenz- 
flichenbedingung (8) erfillt. Da aber an der Grenzfliche kein tan- 
gentieller Vektorkomponent vorkommt, so wird gleichzeitig die poten- 
tielle Grenzflachenbedingung (9) von selbst erfiillt, so dafs die Partial- 
felder zusammen ein potentielles Gesamtfeld darstellen. Durch Hin- 
zufiigen einer passenden additiven Konstante ®, zu dem Potential 
im inneren Raume wird man kontinuierlichen Ubergang der Potentiale 
an der Grenzfliiche erhalten. Die Aquipotentialflichen = const. 
im inneren und gm = const. im fufseren Raume sind konzentrische 
Kugeln. 

Im aufseren Raum ist der Ausdruck der Radialgeschwindigkeit 


Og B 
(®) Or 4 72° 


Multipliziert man diesen Ausdruck mit der Oberfliiche 427? einer 
Kugel mit dem Radius 7, so erhilt man FE, welches also den Vektor- 
flufs durch eine Kugeltliiche um das Feldcentrum, und folglich auch 
den Vektorflufs durch eine beliebige, die volumiindernde Kugel um- 
schliefsende Fliche darstellt. 

Will man dieses iiufsere Feld durch Solenoide darstellen, so 
ist zu beachten, dafs die Vektorlinien oder Stromlinien radiale Strahlen 
sind. Vektorrdhren mit gleich grofsem Vektorflufs werden also zu 
Kegeln beliebiger Form, die aber gleiche Offnung und ihre Spitzen 
im Mittelpunkt der Kugel haben. Besonders kann man, um die 
Darstellung in der Ebene ausfiihren zu kiénnen, koaxiale Umdrehungs- 
kegel benutzen. Dieselben schneiden aus einer Kugelfliiche Kugel- 
zonen von gleicher Hohe aus, so dafs die Konstruktion der Schnitt- 
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linien dieser Kegel mit einer beliebigen Meridianebene sehr bequem 
ist. Bei der Darstellung des Feldes durch Einheitsréhren hat man 
eine Anzahl F solcher Kegel zu zeichnen. 

In der Fig. 1 ist: die expandierende Kugel durch zwei konzen- 
trische Kreise dargestellt: der innere voll ausgezogene Kreis soll die 
Kugel zur Zeit ¢ darstellen; der iiufsere punktierte Kreis stellt die 
Kugel eine kurze Zeit spiiter dar, wenn sie ein etwas gréfseres 
Volumen hat. Die Ausdehnungsgeschwindigkeit F ist gleich 10 ge- 
setzt, und das umgebende Stromfeld wird durch zehn Kegel dar- 
gestellt, welche durch die gezeichneten Geraden erzeugt werden, 


W 


Afi 


Fig. 1. Feld einer expandierenden oder einer pulsierenden Kugel. 


wenn die Figur um die horizonale Gerade gedreht wird. Wahlt 
man immer kleinere Einheiten fiir #, so erhilt man eine immer 
gréfsere Anzahl von Réhren, und gelangt zuletzt zu der solenoidalen 
Darstellung des Feldes (5). 

Im Anschlufs an diese solenoidale Darstellung des Radialfeldes 
aufserhalb der Kugel wird sich # gewissermafsen als_natiirlicher 
Parameter des Feldes darbieten, so dafs die Formel (a) der natiir- 
liche analytische Ausdruck des Feldes wird. Diese Formel enthilt 
im Zihler den totalen Vektorflufs, im Nenner das Areal der von 
diesem Flufs durchsetzten Kugelfliche, auf deren Zunahme mit 
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wachsendem r die Abnahme des Vektors im umgekehrten Verhiltnis 
des Quadrates des Abstandes beruht. 


21. Mittelwerte periodischer Funktionen. — Um besonders den 
Fall periodischer Voluminderungen genauer zu diskutieren, werden 
wir erst einige Siatze iiber Mittelwerte periodischer Funktionen ab- 
leiten. 

Es sei f(é) eine periodische Funktion allgemeinster Natur der 
Variablen ¢; ihre Periode sei 7, so dals 


(i+ rt —7q = 0. 


Die totale Ableitung dieser Funktion nach ¢ ist wieder eine perio- 
dische Funktion. Bilden wir den Mittelwert dieser Ableitung wahrend 
einer Periode, so erhalten wir sofort 


(a) +fSrodr = +{f@+7)—f@} = 0. 


Wir finden also den einfachen, fiir uns im folgenden fufserst wich- 
tigen Satz: 

(A) Hine Funktion der Variablen t, von der Form einer totalen Ab- 
lectung einer periodischen Funktion dieser Variablen, hat in der Periode 
den Mittelwert Null. 

Aufser diesem linearen Mittelwert werden wir auch den quadra- 
tischen Mittelwert betrachten, besonders um zweckmilsige mittlere 
Intensititsmafse von solchen Gréfsen zu erhalten, welche den linearen 
Mittelwert Null haben, wie die Ableitung von f(t) nach ¢ oder /(t). 
Den quadratischen Mittelwert f, dieser Funktion werden wir durch 
die Gleichung 


(b) amano y/2 Jifopar 


definieren. Das Vorzeichen, wenn die vorliegende Aufgabe ein solches 
erfordert, soll nach der folgenden Regel gewiihlt werden: 

(B) 7, soll das Vorxeichen haben, welches f(t) xw einer gewissen 
gewahlten Anfangsxeit t, hat. 


22. Pulsierende Kugel. — Auf die Mechanik der Vorgiinge im 
Innern der Kugel werden wir nie genauer eingehen. Im allgemeinen 
werden wir jedoch voraussetzen, dafs die Kugeln elastisch sind, und 
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dals darauf beruhende periodische Voluminderungen oder Pulsa- 
tionen vorliegen. 

Das Volumen # der Kugel schwingt dann um einen gewlssen 
mittleren Wert 2. Die Amplitude der Schwingungen nehmen wir 
im allgemeinen klein an, so dafs E nur sehr wenig von HE, ver- 
schieden ist. 

Die Volumausdehnungsgeschwindigkeit # wird dann eine pe- 
riodische Funktion, deren Mittelwert nach dem Satze (A) des vor- 
hergehenden Paragraphen den Wert Null erhalt. Als mittleres In- 
tensitatsmals dieser Geschwindigkeit benutzen wir das quadratische 
Mittel 


té+t 
A es i 59 
(a) 2S | ~| # dk. 
t 


Diese Gréfse werden wir die Pulsationsintensitat nennen. Die- 
selbe ist eine Grifse mit Vorzeichen, und zwar erhalten wir nach 
der Regel des vorhergehenden Paragraphen folgendes: 

The Pulsationsintensitat i ist positiv, wenn sich xu der festgesetxten 
Anfangsxeit die Kugel ausdehnt, negativ, wenn sich die Kugel xu dieser 
Zeit xusammnrenxteht. 

Den Potentialausdruck 


Te 
(b) Ey Liao 


wo H die somit definierte, von der Zeit unabhingige Pulsationsinten- 
sitit ist, kinnen wir als eine Darstellung des mittleren Bewegungs- 
zustandes im Radialfeld betrachten, wenn wir von Einzelheiten der 
Bewegung, wie etwa Periode und Amplitude der Schwingungen ab- 
sehen, und nach der zur betrachteten Zeit vorliegenden Phase der 
Schwingung nicht fragen. 

Die Formel (b) hat genau dieselbe Form wie die Formel 19 (f), 
welche die wirkliche Bewegung darstellt. Entsprechend kénnen wir 
Fig. 1, welche urspriinglich ein Augenblicksbild der wirklichen Be- 
wegung giebt, auch als eine Durchschnittsdarstellung des Feldes 
einer pulsierenden Kugel betrachten; und zwar kénnen wir dabei 
iibereinkommen, dafs eine Kugel mit positiver Pulsationsintensitit 
so dargestellt werden soll, wie diejenige der Fig. 1, wo der punktierte 
Kreis aulserhalb des yoll ausgezogenen liegt, wahrend eine Kugel 
mit negativer Pulsationsintensitit durch einen vollausgezogenen 
jufseren, und einen punktierten inneren Kreis dargestellt wird. 


(Vergl. Fig. 3 unten.) 
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23. Ein System von volumandernden Kugeln. — Sind gleich- 
zeitig mehrere Kugeln vorhanden, so werden wir die einzelnen Kugeln 
durch Indices 


J, h, a, J; k.. 


yoneinander trennen. Die Kugel g hat die Koordinaten 


Unter dem Punkte g verstehen wir besonders den Mittelpunkt a,, ,, ¢, 
der Kugel, 7, soll der von diesem Punkte aus gemessene Radius- 
vektor sein: 


(a) r, = Veal +y—bP+e—o), 


und i, soll das Volumen der Kugel g bedeuten. 

Wir denken uns eine beliebige Anzahl von Kugeln gegeben, die 
sich in grofsen Abstiinden voneinander befinden, so dafs die Radien 
immer klein im Verhiltnis zu den Centraldistanzen sind. Die Kugeln 
sollen keine translatorischen Bewegungen haben, so dals die Para- 
meter @,, D,, Cy) Un» Ons yy oe Konstanten sind. Doch sollen die Radien 
d,, d,, +++, und damit die Volumina Ey, Ey, +++ verinderlich sein. 

An die gegebenen Radialbewegungen der Kugeln wird sich eine 
eindeutig bestimmte Lapuacer’sche Bewegung im iulseren Raume 
anschhelsen. Die exakte Bestimmung des Potentiales dieser Be- 
wegung ist umstindlich, und wird erst spiter genauer betrachtet 
werden. Dagegen lifst sich sofort ein Potential aufstellen, welches 
diese Bewegung mit grofser Anniiherung darstellt. Der von der 
Kugel g herriihrende Radialstrom hat an der Oberfliiche dieser Kugel 
selbst die endliche Geschwindigkeit d, aber nimmt umgekehrt pro- 
portional dem Quadrat der Entfernung ab, und hat deshalb in der 
Nahe des Punktes h, wo spiter die Kugel h angebracht werden soll, 
eine Geschwindigkeit, welche klein zweiter Ordnung ist. Bilden wir 
deshalb einen Potentialausdruck durch Superposition der Potentiale 
derjenigen einfachen Radialstréme, welche jede Kugel, wenn sie 
allem vorhanden wire, erzeugen wiirde 


E, i, Mi 
(b) yp = - is 


dnt, 4am dur 8 
so stellt dieses Potential einen Fliissigkeitsstrom dar, welcher die 


Grenzfliichenbedingung an jeder Kugeloberfliche erfiillt, wenn wir 
von kleinen Gréfsen zweiter Ordnung absehen. 
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Wir werden deshalb diese Lésung in den Hinzelheiten studieren, 
um so mehr, als wir dadurch die Hilfsmittel fiir die weitere Lésung 
der uns vorliegenden kinematischen Aufgaben finden werden. 


24. Zwei volumandernde Kugeln. — Sind nur zwei Kugeln g 
und # vorhanden, so reduciert sich die Liésung auf 


(a) = By = 


Die solenoidale Darstellung des entsprechenden Stromfeldes kann 
durch eine einfache, bei der Aufzeichnung yon elektrischen und 
magnetischen Feldern vielfach verwendeten Konstruktion gefunden 
werden. Das Feld ist ein Umdrehungsfeld um die Verbindungslinie 
beider Kugelcentren. Man zeichnet mit dieser Linie als Achse die 
zwei Figuren, welche nach 20 die Stromkegel jeder einzelnen 
Kugel g und h darstellen. Diese Kegel werden einander in einem 
System von Kreisen schneiden, welche in der ebenen Zeichnung 
durch die Schnittpunkte der Geraden reprisentiert sind. Durch 
diese Kreise werden im Gesamtfelde Stréme fliefsen, welche der 
algebraischen Summe der Stréme der betreffenden beiden Kegel 
gleich sind. Man findet somit eine Reihe von Kreisen, durch welche 
ein bekannter Flufs geht, und durch Vereinigung derjenigen Kreise, die 
von gleichem Flusse durchsetzt werden, erhailt man die gesuchten 
Stromréhren. Die entsprechende Konstruktion in der Meridianebene 
reduciert sich darauf, dafs man die Kurven zieht, die diagonal durch 
die Parallelogramme passieren, in welche die ganze Ebene durch 
die einander superponierten Geraden der beiden Hinzelfelder zer- 
legt wird. 

Auf diese Weise sind die Figuren 2 und 3 erhalten. Wie oben 
soll ein innerer voll ausgezogener und ein fufserer punktierter 
Kreis eine expandierende Kugel darstellen, wahrend ein voll aus- 
gezogener Aufserer und ein punktierter innerer Kreis eine kontra- 
hierende Kugel bedeuten soll. Die erste Figur entspricht also zwei 
sich ausdehnenden Kugeln, und wir haben E, = H,=10 gesetzt. 
Die zweite Figur entspricht einer expandierenden und einer kontra- 
hierenden Kugel, wo H, = — H, = 10 gewahlt ist. 

Im ersten Falle zeigt die Figur, wie die radial von den Kugeln 
ausgehenden Stréme sich begegnen, gegeneinander umbiegen und 
ins Unendliche hinausstrémen. Ersetzt man die expandierenden 
Kugeln durch gleichstark kontrahierende, so bleiben die Strom- 
linien unveriindert, und nur die Bewegungsrichtung wird die ent- 


BJERKNES, Vorlesungen. I, 3 


84 ZWEITER TEIL. ERSTER ABSCHNITT. 


gegengesetzte, so dafs der Flufs aus dem Unendlichen gegen die 
Kugeln gerichtet ist. Im zweiten Falle (Fig. 3) sieht man, wie der 
von der expandierenden Kugel ausgehende Strom von der kontra- 
hierenden Kugel eingezogen wird. Durch Anderung der Vorzeichen 
indert sich wieder nur die Bewegungsrichtung, und die Kugeln 
tauschen ihre Rollen um, wihrend der Verlauf der Stromkurven un- 
verindert bleibt. 

Auf der Fig. 2 bemerkt man eine Stelle, wo sich die beiden 
Stréme neutralisieren. Die Stelle ist dadurch ausgezeichnet, dals 
sich dort zwei Stromlinien schneiden. Wegen der Gleichheit von 


WW) WZ 
ZINN 


Fig. 2. Feld zweier expandierenden oder zweier mit gleicher Phase 
pulsierenden Kugeln. 


H, und #, liegt dieser Punkt symmetrisch zwischen den beiden Kugeln. 
Haben aber E, und FH, beliebige Werte, so sind die Abstiinde r, und , 
dieses neutralen Parkes von den Kugelcentren durch die Relation 


gegeben, und zwar liegt diese Stelle zwischen den Kugeln, wenn E, 
und #, gleiches Vorzeichen haben, und aufserhalb der Kugeln aut 
der Satie derjenigen Kugel, a elelic das numerisch kleinste H hat, 
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wenn E, und H, entgegengesetztes Vorzeichen haben. Sind E, 
und #, einander entgegengesetzt gleich, so riickt dieser Punkt ins 
unendlich Ferne hinaus. 

Mit der Kenntnis des von zwei volumindernden Kugeln her- 
rithrenden Feldes wird man sich leicht iiber die allgemeine Natur 
des von mehreren solchen Kugeln herriihrenden Feldes orientieren 
kénnen. Zwischen zwei Kugeln, welche beide sich ausdehnen oder 
beide sich zusammenziehen, wird das Feld die allgemeine Natur 
des Feldes Fig. 2 beibehalten, und zwischen einer expandierenden 
und einer kontrahierenden Kugel die allgemeine Natur des Feldes 
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Fig. 3. Feld einer expandierenden und einer kontrahierenden Kugel, oder 
zweier mit entgegengesetzter Phase pulsierenden Kugeln. 


Fig. 3. Nur werden sie wegen des Kinflusses der anderen Kugeln 
etwas deformiert, so dafs sie meistens ihre Symmetrie verlieren. 


25. Synchron pulsierende Kugeln. — Man kann in der jetzt 
beschriebenen Weise ein Augenblicksbild des Fliissigkeitsstromes 
konstruieren. Verlaufen aber die Volumianderungen der einzelnen 
Kugeln nach voneinander unabhingigen Gesetzen, so wird das Strom- 
feld unaufhérliche Veriinderungen erleiden. Betrachten wir bei- 


spielsweise zwei volumindernde Kugeln. Wenn sie im Anfangs- 
3* 
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augenblicke beide in gleich starker Expansion begriffen sind, so 
wird das Stromfeld dasjenige der Fig. 2 sein. Nimmt nun die Ex- 
pansionsgeschwindigkeit der Kugel h ab, wahrend diejenige der 
Kugel g unveriindert bleibt oder zunimmt, so verandert sich das Feld 
so, dafs der neutrale Punkt gegen h hin verschoben wird. Geht 
die Expansion der Kugel h in Kontraktion iiber, so wird der neu- 
trale Punkt auf der anderen Seite von h auftreten, und zuletzt ins 
unendlich Ferne hinausriicken, wenn die Kontraktionsgeschwindig- 
keit der Kugel h der Expansionsgeschwindigkeit der Kugel g gleich 
wird. Wir haben dann das Feld der Fig. 3. Wir schliefsen also, 
dafs bei Voluminderungen der einzelnen Kugeln nach voneinander 
unabhiingigen Gesetzen Felder aller méglichen Typen aufeinander 
folgen werden. Liegen Pulsationen der Kugeln mit kommensurablen 
Perioden vor, so werden im allgemeinen Felder aller Typen in 
periodischer Weise aufeinander folgen. 

Sind im besonderen simtliche Volumausdehnungsgeschwindig- 
keiten proportional derselben Funktion der, Zeit /(f), so werden wir 
die Pulsationen synchron nennen. In diesem Falle scheidet sich 
in 28(b) die Funktion /(‘) als gemeinschaftlicher Faktor aus. 
Ohne die Natur der Bewegung zu beschrinken, kénnen wir uns die 
Funktion /(¢) so gewihlt denken, dafs sie den quadratischen Mittel- 
wert Kins hat. Die Volumausdehnungsgeschwindigkeit 2 , laifst sich 
dann in der Form 
(a) H, = E;.f it) 
schreiben, wo HZ die nach 22(a) definierte Pulsationsintensitiit ist; 
und der Potentialausdruck kann 


ne ne ih 
(b) bs AU) Cee apa 
geschrieben werden. Kine Aquipotentialfliche g = const. bleibt in 
diesem Falle immer eine Aquipotentialfliche, nur mit einem in 
der Zeit verinderlichen Werte der Konstanten. Das ganze Strom- 
feld bleibt dann sich selbst ahnlich, und wir kénnen den Satz 
aufstellen: 

Im Falle synchroner Schwingungen hat man in der Fliissigkeit ein 
festes System von Stromkurven, lings deren die Flissigkeitspartikelchen 
hin- und herschwingen. 

In rein geometrischer Beziehung lifst sich dann die ganze 
Bewegung durch ein von der Zeit unabhiingiges Potential darstellen: 
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(c) Pn = " 4nr, 427, 407; gl 
wo also H;", Hi... die nach 22 definierten Pulsationsintensititen 
sind; und ebenso liifst sie sich durch eine einzige Zeichnung von 
Stromlinien und Solenoiden darstellen. 

Hs ist besonders wichtig, auf die Vorzeichen der Pulsations- 
intensitaten zu achten. Nach der Regel 21(B) sind die Vor- 


zeichen von H;’, Ey’, ... gleich denjenigen von # und ZH, zu einer 
gewihlten Anfangszeit ¢ Die Pulsationsintensititen zweier Kugeln 
haben also gleiches Vorzeichen, wenn sie zu dieser Anfangszeit, und 
folglich zu jeder Zeit, beide expandierend oder beide kontrahierend 
sind. Dagegen haben sie entgegengesetztes Vorzeichen, wenn zur 
Anfangszeit, und folglich auch zu jeder Zeit, eine Kugel expandierend, 
und eine kontrahierend ist. Das gegenseitige Vorzeichen der Pulsa- 
tionsintensititen ist deshalb eindeutig bestimmt. Dagegen beruht 
es auf der freien Wahl der Anfangszeit, welche der beiden wir 
positiv und welche wir negativ nennen werden. Wir kénnen auch 
von gleichnamigen und ungleichnamigen Pulsationen reden, oder 
yon gleich pulsierenden und entgegengesetzt pulsierenden Kugeln, 
oder schliefslich von Pulsationen gleicher oder entgegengetzter Phase. 
Wir merken uns also folgendes: 

Im Falle gleichnamiger oder gleichphasiger Pulsationen haben die 
Pulsationsintensitaten gleiches Vorxeichen; im Falle ungleechnamiger Pulsa- 
tionen oder Pulsationen entgegengesetxter Phase haben die Pulsations- 
intensitdten entgegengesetxtes Vorxerchen. 

Die Fig. 2 stellt das Feld zweier gleichpulsierenden, die Fig. 3 
das Feld zweier entgegengesetzt pulsierenden Kugeln dar. Der 
Vektorflufs wird in diesem Falle als der nach 21(B) mit Vor- 
zeichen versehene quadratische Mittelwert des wirklichen Vektor- 
flusses zu definieren sein. 


26. Entgegengesetzt volumanderndes Kugelpaar.— Wir betrachten 
im besonderen zwei volumiindernde Kugeln g und h, welche unend- 
lich klein héherer Ordnung sind, und welche einander deshalb un- 
endlich nah sein kénnen, wiihrend noch die Formel 23(b) mit der 
verlangten Anniherung giiltig bleibt. Die Volumausdehnungsge- 
schwindigkeiten E, und #, sollen einander entgegengesetzt gleich 
sein und aufserdem grofse Werte haben, so dafs das Produkt aus 
dieser Grofse und dem gegenseitigen Abstand r,, der Kugeln 


(a) S = i. Yoh 
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konstant bleibt. Bemerken wir, dafs 7,, auf den Achsen die Pro- 


jektionen a,—a@,, b,— 4,» %—¢, hat, so finden wir, dafs S eine 
Vektorgréfse ist mit den Komponenten 


(a) F = E(a,—a,), G@ = H(b,—4,), H = H@,—c). 


Das Potential des Kugelpaares wird zunichst in der Form 


(b) pacing ge te ES | ae ae 
a 41, AMT, Amr, 4mr, 
: i par ; A 1 1 
geschrieben werden kénnen. Jetzt ist aber die Funktion a AS 
h g 


dadurch entstanden, dafs die Variablen a,, b,, c, durch die sehr 
nahe liegenden Gréfsen a,, b,, ¢, ersetzt worden sind. Unter Ver- 
nachlissigung von Gréfsen héherer Ordnung kénnen wir deshalb 


nach Taytor’s Theorem 


06, fy 


Ome 
pecs rae ome rere ame pe roan oN) 


Thr ‘Ty 


schreiben. Durch Einsetzen in den Potentialausdruck (b) und Be- 
nutzung von (a,) wird also, indem wir jetzt alle Indices weglassen, 


ie dept O° ee 
CUM geet Crees in yer arya r |" 


Wenn wir die Differentiation ausfiihren, so ergiebt sich explicite 


_ F@-a+ Gy-b) +H -0) 
4nr 


(c,) o.= 


Bezeichnen wir durch s,7, s,y, s,x die Winkel, welche S mit 
den Koordinatenachsen bildet, so werden 


F = Scossqa, G = Scossy, H = Scossy. 
Diese Werte setzen wir in (c,) ein, und erinnern uns gleichzeitig, dafs 


c—a y—b 
== COS’,2, a = COS Ty . 


ead 
| 
is) 


= C08 1,% 


die Richtungskosinus des Radiusvektors sind. Wenn dann 0 den 


VOLUMANDERNDE KUGELN. 39 


Winkel zwischen den Richtungen des Vektors S und des Radius- 
vektors » bedeutet, so ist 


COSA = COS8,7 COS 7, + COS 8,y COS T,y + COS s,% COS Tx, 
und (c,) nimmt die Form an 


S cos 6 
4 v2 * 


(C3) De 


Die hier eingefithrte Vektorgréfse S mit den Komponenten 
F, G, H, welche als Reprasentant fiir die Wirkung des pulsierenden 
Kugelpaares in der umgebenden Fliissigkeit auftritt, werden wir das 
Aktionsmoment oder genauer das kinematische Aktions- 
moment des Kugelpaares nennen. Die Definition dieser Gréfse 
lautet also: 


Das kinematische <Aktionsmoment eines Kugelpaares mit entgegen- 
gesetxt gleichen Volumausdehnungsgeschwindigkeiten ist das Produkt der 
Volumausdehnungsgeschwindigkeit der expandierenden Kugel in den von 
der kontrahierenden nach der expandierenden Kugel gerichteten Central- 
abstand der Kugeln. 


Sind die Kugeln synchron pulsierend, so wird das Aktions- 
moment eine periodische Funktion der Zeit mit dem Mittelwerte 
Null. Wir kénnen dann das mittlere Aktionsmoment 8, definieren 
als eine Vektorgréfse, deren Komponenten 7’,, G,,, H,, die nach 
21 bestimmten, mit Vorzeichen versehenen quadratischen Mittel- 
werte von F, G, H sind. Wie man unmittelbar sieht, stimmt diese 
Definition auch mit der folgenden iiberein: 

Das mitilere Aktionsmoment eines pulsierenden Kugelpaares ist das 
Produkt der Pulsationsintensitat der positiven Kugel in den von der 
negativen zu der positiven Kugel gerichteten Centralabstand der Kugeln. 


27. Differentiation nach einer Achse. — Die Formel (c,) des 
vorhergehenden Paragraphen zeigt, dafs man von dem Potential 
der volumiindernden Kugel, welches dem reciproken Abstandsaus- 
drucke proportional ist, zu dem Potential eines volumindernden 
Kugelpaares durch einen Differentiationsprozefs kommt. Fiir diese 
Differentiation werden wir eine bekannte abgekiirzte Bezeichnung 
einfiihren. Wir werden 


rc) 0 0 0 
(a) COS 8,0 == + COS SY BF *LC0sS 4 — a 
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schreiben, und diese Operation eine Differentiation nach der Achse s 
nennen. Mit dieser Bezeichnung lifst sich das Potential 26 (c,) des 
volumindernden Kugelpaares in der Form 


0) ee rier 
schreiben. 

Der Differentiation nach einer Achse kann man sich ganz 
allgemein bedienen, um aus einer bekannten Liésung der Lapnace’- 
schen Gleichung eine neue abzuleiten, genau wie wir aus dem 
Potential der volumiindernden Kugel dasjenige des volumandernden 
Kugelpaares gebildet haben. 

Die gegebene Lésung habe die Form 


(c) p(e—a, y—b, %—C). 


Ganz allgemein haben wir dann 


0 Og Og 0 Op Og 
OQ. fa ee 


Differentiieren wir die Lapiacer’sche Gleichung V*g = 0 nach einer 
Koordinate « und tauschen nachher die Differentiationsordnung um, 
so ergiebt sich 


0 
(e) Via ee 

Also wenn g eine Liésung der Lapuace’schen Gleichung ist, so giebt 
die Ableitung von g nach einer Koordinate auch eine Lésung, 
und wenn g die Form (c) hat, werden nach (d) auch die Ableitungen 
nach den Parametern a, b, ¢ diese Higenschaft haben. 

Wegen der linearen Natur der Lapuacr’schen Gleichung kénnen 
wir nachher aus den durch Differentiation gebildeten Lésungen in 
linearer Weise neue Lésungen bilden. Von der Lésung  aus- 
gehend, kénnen wir deshalb sofort als neue Lésung 


(f) y= Aap a = 
aufstellen. Driicken wir schliefslich .4, B, C.durch die drei Kosinus 


COS sw, COS sy, cos sv und den Proportionalititsfaktor S aus, und 
benutzen die Bezeichnung (a), so ergiebt sich 


j= Oy 
(g) y= Se 
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Durch Differentiation der Liésung g nach der Achse s und Multi- 
plikation mit dem konstanten Faktor S hat sich die neue Lisung yw 
ergeben. Durch eine neue Operation derselben Natur werden wir 
aus yw die neue Lésung y, und durch Wiederholung solcher Opera- 
tionen eine beliebige Anzahl von neuen Lisungen erhalten kinnen. 


28. Raumliche Kugelfunktionen negativen Grades. — Nimmt 
man bei diesem Differentiationsprozefs als Ausgangsfunktion den 
reciproken Abstandsausdruck, oder noch besser die Funktion 


1 

(a) oe; Ageyp ? 

die das Potential einer volumiindernden Kugel mit der Volumaus- 
dehnungsgeschwindigkeit Hins ist, so kann man sich eine physika- 
lische Anschauung der Resultate der successiven axialen Differentia- 
tionen bilden. Durch die erste axiale Differentiation geht man von 
dem Potential einer volumiindernden Kugel zu dem Potential eines 
volumindernden Kugelpaares iiber, dessen Kugeln einander unend- 
lich nahe geriickt sind. Durch die nichste Differentiation geht man 
von dem Potential eines volumindernden Kugelpaares zu dem 
Potential zweier einander unendlich nahe geriickten Kugelpaare tiber, 
und so weiter. 

Fiihrt man die Differentiationen explicite aus, so findet man 
nach » Differentiationen einen Ausdruck, welcher aus einem homo- 
genen Polynom vn" Grades in w—a, y—b, x—c, multipliciert 
mit r-@"+ pbesteht. Der ganze Ausdruck wird also homogen 
vom —(n-+ 1)* Grade in den Variablen x—a, y—b, %—©. 
Nach der von Lord Kenvry und Tarr eingefiithrten Terminologie 
werden wir eine beliebige Funktion, welche homogen n" Grades 
ist, und welche die Lapuacr’sche Gleichung befriedigt, eine raum- 
liche Kugelfunktion vom n* Grade nennen. 

Durch » axiale Differentiationen des Ausdruckes (a) und Multi- 
plikation mit einer beliebigen Konstanten kommt man also zu einer 
riumlichen Kugelfunktion vom — (n + 1)*™ Grade: 


b a C o” 1 
©) eC ae (Os de... Os kar 


Durch jede axiale Differentiation werden zwei voneinander unab- 
hangige Konstanten eingefiihrt, so dafs die gefundene riumliche 
Kugelfunktion im allgemeinsten Falle 2 +1 wesentliche Kon- 
stanten enthalt. 
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Die gefundenen riumlichen Kugelfunktionen negativen Grades 
haben im Feldcentrum a, 0, ¢ eine singulire Stelle oder einen Pol, 
und kénnen deshalb auch als polare Kugelfunktionen bezeichnet 
werden. 


29. Das Feld des volumandernden Kugelpaares. — Zur Unter- 
suchung des Stromfeldes eines volumiindernden Kugelpaares oder 
des Vektorfeldes einer riiumlichen Kugelfunktion vom — 2" Grade 
gehen wir am zweckmiifsigsten von dem in Polarkoordinaten auf- 
geschriebenen Potentialausdruck 26 (c,) aus. Die Vektorkomponenten 
lings der Radienvektoren und lings der Meridiankreise werden: 


Op 9 Scos 6 
Or .©——s4a 8 
(a i. 
Og _ Ssind 
700 ~—— 4nr8° 


Auf einer Kugelfliche ist also die Radialgeschwindigkeit nach emem 
Kosinusgesetz, die Meridiangeschwindigkeit nach einem Sinusgesetz 
verteilt. 

Der allgemeine Verlauf der Stromlinien lifst sich nach der 
Fig. 3 beurteilen, wenn wir die beiden pulsierenden Kugeln unendlich 
nahe gegeneinander riicken lassen. Doch wird bei diesem Grenz- 
iibergange die angegebene Konstruktion des Feldes illusorisch. Aus 
dem Ausdruck der Vektorkomponenten bildet man aber leicht die 
Gleichung der Vektorkurven. Die Differentialgleichungen 2 (a) der- 
selben nehmen in Polarkoordinaten die Form 


dr _ rdaé 
(b) apn }§©=— 0 
a. rod 


an. Durch Kinsetzen von (a) und Integration ergiebt sich 
(b’) fos sin Us 


Die Kurven, die man bei verschiedenen K erhilt, sind alle 
untereinander ihnlich, mit dem Punkt 7 = 0 als Abnlichkeitscentrum. 
Ist deshalb eine Kurve konstruiert, so findet man siimtliche andere 
durch proportionale Verlingerung siimtlicher Vektorradien. Beliebig 
viele Punkte einer Kurve, welche einem gegebenen Werte von K 
entspricht, erhilt man durch die Konstruktion der Fig. 4. Man 
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zeichnet einen Kreis mit dem Radius OX=OA=K. Ist XOA 
der gewihlte Winkel 6, so findet man durch Projektion von O A 
auf die Y-Achse die Linge OB= Ksin@, und durch Projektion 
dieser Linge auf OA zuriick die gesuchte Liinge OC = Ksin?0. 
C ist also der  gesuchte 
Kurvenpunkt. Durch Um- 
kehrung dieser Konstruktion 
kann man, wenn ein beliebiger 
Punkt der Kurve gegeben 
ist, den entsprechenden Para- 
meter K dieser Kurve finden. 


Zeichnet man das ganze 
System von Kurven, welche 
der in Fig. 4 ausgezogenen 
Kurve ahnlich sind, so er- 
halt man das Bild eines 
Stromes, welcher von der 
expandierenden Kugel ausgeht und von der kontrahierenden Kugel 
eingezogen wird. 

Sind die beiden Kugeln entgegengesetzt pulsierend, so werden 
die Fliissigkeitspartikelchen lings Elementen dieser Kurven hin und 
her oscillieren. 


Fig. 4. 


Zweiter Abschnitt. 


Eine translatorisch bewegte Kugel mit konstantem oder 
mit veriinderlichem Volumen. 


30. Die translatorisch bewegte Kugel. — Kehren wir wieder zu 
dem einfachen Fall zuriick, dafs nur eine einzige Kugel in der 
Flissigkeit vorhanden ist. Jetzt soll der Radius d unverinderlich 
sein, wihrend das Centrum a, b, ¢ der Kugel mit der Geschwindig- 
keit ¢ fortschreitet, deren Komponenten 4, b, ¢ sind. 

Die einfache Translationsbewegung innerhalb der Kugel ist eine 
sowohl solenoidale als potentielle Bewegung, welche durch das 
Potential 


(ay) @ = ae—a +by—)+eu—9 
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dargestellt werden kann; oder in Polarkoordinaten 
(a,) (pb = srcosé, 


wo 6 der Winkel zwischen dem Radiusvektor r und der Geschwindig- 
keit ¢ ist. Die radiale Geschwindigkeit an der Oberflache der 
Kugel wird 

ee = $cosd; 
die daran solenoidal anschliefsende Bewegung im Aufseren Raume 
soll nun gesucht werden. 

Diese Radialgeschwindigkeit ist auf der Oberflache der Kugel 
nach einem Kosinusgesetz verteilt. Dieselbe Verteilung iiber eine 
Kugelfliche hatte die Geschwindigkeit in dem von einem volum- 
andernden Kugelpaar erzeugten Feld, wo nach 29 (a) 


Og hed 9 Scos 6 
Or © 4nr3 


war. Dieses Feld wird also an der Oberfliche der Kugel, das heifst 
fiir r = d, die verlangte Radialgeschwindigkeit $ cos 6 haben, wenn wir 


(b,) S = 2nd.s 


setzen. Fiihren wir also diesen Wert des kinematischen Aktions- 
momentes in den Potentialausdruck des volumindernden Kugelpaares 
ein, so erhalten wir das Potential der translatorisch bewegten Kugel. 

Das Aktionsmoment S des Aquivalenten Kugelpaares werden 
wir auch das Aktionsmoment der translatorisch bewegten Kugel 
nennen. FHiihren wir nach 19(a) das Volumen Z anstatt des 
Radius d der Kugel ein, so erhalten wir als einfachere Definition 
dieser Grofse 


(by) S = 288. 


Bemerken wir schliefslich, dafs s eine Vektorgréfse ist mit den 


Komponenten 4, b, ¢, so erhalten wir als Ausdruck der Komponenten 
des Aktionsmomentes 


(bs) fod #, G = £68, aa ai 
Also: 

Das kinematische Aktionsmoment der forischreitenden Kugel ist das 
Produkt der mit } multiplicierten Geschwindigkeit der Kugel in thr Volumen. 
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Nachdem somit das Aktionsmoment definiert ist, sowohl fir 
eine fortschreitende Kugel, als fiir ein voluminderndes Kugelpaar, 
kénnen wir den folgenden Satz aufstellen: 

Hine fortschreitende Kugel und ein voluminderndes Kugelpaar er- 
xeugen dasselbe Feld in der wmgebenden Flissigkeit, wenn sie dasselbe 
kinematische Aktionsmoment haben. 

Das Potential der Bewegung aulserhalb der fortschreitenden 
Kugel kénnen wir deshalb je nach Belieben in einer der Formen 
26 (c,), (Cy), (C,) oder 27(b): schreiben. Setzen wir im ersten dieser 
Ausdriicke die Werte der Komponenten F, G, H des Aktions- 
momentes ein, so wie dieselben aus der Formel (b,) hervorgehen, 
so ergiebt sich 


Fae 


(¢,) p= —$5{@@-)+by—-4 +e6-, 


was der Form (a,) des Potentiales im inneren Raume entspricht. Die 
Substitution von (b,) in 27(b) giebt 


= ma 2 0 
A) —p 3 8C0S 0, 


was (a,) entspricht. 


$1. Die Geschwindigkeitsverteilung im Felde der fortschreiten- 
den Kugel. — Aus den Potentialen 30(a,) und 30(c,) bilden wir 
die Geschwindigkeitskomponenten in radialer Richtung und tangentiell 
zu den Meridiankreisen. Die Translationsbewegung im inneren 
Raume wird dann durch die Geschwindigkeitskomponenten 
O@ 0@ 


(a) Be $cos 6, ary oF — ssin 8 


dargestellt. Im Aufseren Raume erhilt man entsprechend die Ge- 
schwindigkeitskomponenten: 


@ a ee 
(b) oe = s—4cos0, roo = ys ysnd, 


welche sich an der Oberfliiche der Kugel, das heilst fiir + = d, 
auf die Werte 


/ dg Aes Og ass rg] 
(b’) (5%), = scos 6, (75 )-2 nM 


reducieren. 
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Die Verteilung der Geschwindigkeitskomponenten (a) im inneren 
Raume lings eines beliebigen Meridiankreises sieht man aus der 
Figur 5a, wo die Komponenten punktiert, die Resultanten voll 
ausgezogen sind. Die radiale Komponente der Geschwindigkeit 
ist nach einem Kosinusgesetz verteilt, die tangentielle Komponente 
nach einem Sinusgesetz, und zwar negativ, so dafs sie langs des 
ganzen Meridiankreises yon dem negativen, hinteren Pole der Kugel 
gegen den positiven, vorderen Pol gerichtet ist. Diese Verteilung 
der Geschwindigkeiten im inneren Raume ist von Kugelflache zu 
Kugelfliche unveriindert und wird also im besonderen auch auf der 
Grenzfliche der Kugel durch die Figur 5a dargestellt. 

Die Geschwindigkeitsverteilung in derjenigen Fliissigkeitsschicht, 
welche mit der Kugel in Berithrung ist, wird durch die Formeln (b’) 
und die Figur 5b dargestellt. Wenn man von der Kugel zu der 


Fig. 5. Erste Darstellung der Geschwindigkeit an der Oberfliiche der 
fortschreitenden Kugel. 


anliegenden Fliissigkeitsschicht iibergeht, so bleibt die radiale Kom- 
ponente unverindert erhalten, und der Unterschied reduciert sich 
darauf, dafs die tangentielle Komponente mit dem entgegengesetzten 
Vorzeichen und der halben Intensitat auftritt. Dieselbe Geschwindig- 
keitsverteilung findet man auf allen konzentrischen Kugelfliichen in 
der Fliissigkeit wieder, nur, dafs die Intensitit proportional dem 
reciproken Kubus des Abstandes vom Kugelcentrum abnimmt. 

Die Resultantgeschwingigkeit im inneren Raume ist iiberall 
konstant an Richtung und Gréfse. In der Flissigkeit hat sie in 
der polaren Achse dieselbe Richtung, wie die Geschwindigkeit der 
Kugel. Mit zunehmendem Werte von @ weicht sie mehr und mehr 
von dieser Richtung ab. Die Geschwindigkeit in der Flissigkeit wird 
im besonderen auf derjenigen der Kugel senkrecht, wenn die Kom- 
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ponenten (b) entgegengesetzt gleiche Projektionen auf der Richtung § 
erhalten. Wie man sich leicht iiberzeugt, tritt dieses fiir denjenigen 
Wert von @ ein, welche die Gleichung 

(c) 8cos?0—i = 0 


erfiillt, das heifst auf dem Kegel 
1 


(c’) cos) = —., 
3 

oder 

(c” tg0 = y2. 


Diese letztere Gleichung giebt eine zweckmifsige Konstruktion 
des Winkels 0, welcher zwischen 54° und 55° liegt. Fiir noch 
gréfsere Werte von 6 bildet die Geschwindigkeit der Fliissigkeit 
stumpfe Winkel mit derjenigen der Kugel, und ist ihr in der 
Aquatorebene genau entgegengesetzt gerichtet. Wenn 6 weiter 
wachst, dreht sich die Geschwindigkeit in der Fliissigkeit weiter, 
passiert durch die senkrechte Lage, wenn 4 den durch (c), (c’) oder 
(c’) bestimmten Wert hat, nur mit den negativen Vorzeichen der 
Quadratwurzel, und wird schliefslich fiir 6 =a wieder der Ge- 
schwindigkeit der Kugel gleichgerichtet. 

An der Oberfliche reduciert sich die relative Geschwindigkeit 
eines Kugelpunktes in Bezug auf den anliegenden Flissigkeitspunkt 
auf die rein tangentielle Gleitungsgeschwindigkeit 


(d) — 3éssin 6. 


Wegen des Riickflusses der umgebenden Fiissigkeit ist diese 
Gleitungsgeschwindigkeit gréfser als die Meridiankomponente (a) der 
absoluten Geschwindigkeit ¢ der Kugel. Man kann sie sich als die 
Tangentialkomponente einer Geschwindigkeit 


(e) 
denken, welche die aktuelle Geschwindigkeit s der Kugel um den 
Faktor 3 iibertrifft. 


been 


§ 


32. Andere Auflésung der Geschwindigkeit. — Wenn wir recht- 
winklige Koordinaten benutzen, sind die Potentiale der inneren und 
der iufseren Bewegung nach 30(a,) und (¢,): 


OW = dw@—at+by—d)+é(%-4 


(a) 8 
ae ~3% faw—g +by—) 46-9}. 
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Das Potential g enthiilt die Koordinaten «, y, x teils explicite, 
teils implicite in r. Bilden wir deshalb die rechtwinkligen Ge- 
schwindigkeitskomponenten in der Weise, dafs wir erst in Bezug 
auf die in r implicite enthaltenen a, y, x und dann in Bezug aut 
die explicite auftretenden «, y, x differentiieren, so entstehen folgende 
binomische Ausdriicke, in denen die unvollstindigen Differentiationen 
durch 0 bezeichnet sind: 


Oy og ee 
On Or O02 Ou 


(b) ae = eat 


Die Geschwindigkeit zerlegt sich also in zwei Partialgeschwindig- 
keiten. Die erste derselben hat Komponenten proportional den 
partiellen Abteilungen von 7, welche die Richtungskosinus des Radius- 
vektor darstellen. Diese Partialgeschwindigkeit ist also rein radial, 
und hat den absoluten Wert 


(0) ye = 45 fee -g + by-H+e@—o}, 
oder, wenn wir zu Polarkoordinaten zuriickkehren, 

() cee 
welches das }fache der eigentlichen Radialkomponente 31 (b) ist. 


Auf der Oberfliiche der Kugel hat diese radiale Geschwindigkeits- 
komponente den Wert 


(c”) (3), = #scosé. 


Fir die zweite Partialgeschwindigkeit findet man explicite die 
rechtwinkligen Komponenten 


3 


aa fe —_ a’ 
in Tee hed) re Se me yay ox 


rs 


Crs 


1 
2 


Dieses stellt eine Geschwindigkeit dar, welche iiberall in der Fliissig- 
keit gleiche Richtung hat, nimlich die der Geschwindigkeit dex 
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Kugel entgegengesetzte Richtung. Die Resultante dieser Partial- 
geschwindigkeit kann also 


(d’) oe 


27s 
geschrieben werden. Auf der Obertliche der Kugel hat sie den Wert 
(d”) —i8. 


Die Formeln (c’) und (d’) stellen eine Auflésung der Geschwindig- 
keit der Flissigkeit dar, in zwei zu einander nicht rechtwinklige 
Komponenten: eine liings des Radiusvektor, und eine liings der Fort- 
schreitungsrichtung der Kugel. Diese Geschwindigkeit stellen wir mit 
der translatorischen im Inneren der Kugel zusammen. Fig. 6a zeigt 
die Verteilung der letzteren auf einer Kugelflache, beispielsweise 


> 


— 


a 


Fig. 6. Zweite Darstellung der Geschwindigkeit an der Oberfliiche der 
fortschreitenden Kugel. 


der Oberfliche der Kugel; und Fig. 6b stellt die Geschwindigkeit 
(c’), (a) der anliegenden Fliissigkeitsschicht dar. Der Ubergang 
besteht darin, dafs die translatorische Geschwindigkeit § durch eine 
halb so grofse und entgegengesetzte Geschwindigkeit (d”) ersetzt 
wird, und gleichzeitig eine Radialgeschwindigkeit (c’) hinzugefiigt 
wird. Auf den folgenden, konzentrischen Kugelflachen in der Flissig- 
keit bleibt die Geschwindigkeitsverteilung immer dieselbe (Fig. 6b), 
nur, dafs wieder die Intensitit proportional dem reciproken Kubus 
der Entfernung abnimmt. 

Die Geschwindigkeit der Kugel relativ zu dem Riickflufs (d’”) 
der anliegenden Fliissigkeitsschicht wird wieder die mit } multipli- 
zierte aktuelle Geschwindigkeit s der Kugel eine Geschwindigkeit, 
deren Tangentialkomponente die Gleitungsgeschwindigkeit 31 (d) an 
4 


BJERKNES, Vorlesungen. I. 
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der Kugeloberfliiche giebt, und deren Normalkomponente die radiale 
Partialgeschwindigkeit (c”) ist. 


33. Aktionsgeschwindigkeit und kinematisches Aktionsmoment. 
— Diese Uberlegungen zeigen die eigentiimliche Bedeutung der 
Geschwindigkeit 24, einer Geschwindigkeit, welche die Kugel ge- 
wissermafsen relativ zur umgebenden riickwiirts getriebenen F'liissig- 
keit hat. Die rechtwinkligen Komponenten dieser Geschwindig- 
keit seien 
(a) f= 3a, y= 3b, h= 26. 
Die Bedeutung dieser Geschwindigkeit ist schon in anderer Weise 
hervorgetreten, denn das Produkt dieser Geschwindigkeit in das 
Volumen der Kugel bildet das kinematische Aktionsmoment der 
Kugel. Nach 80(b,) wird nimlich 


(b) F = f#, G = gE, H = hE. 


Wir werden deshalb diese Geschwindigkeit 2s oder /, g, h, welche 
den auf jede Volumeinheit der Kugel kommenden Betrag des Aktions- 
momentes darstellt, als die Aktionsgeschwindigkeit der Kugel be- 
zeichnen. Wir kénnen also die folgenden Definitionen aufstellen: 


(A) Die Aktionsgeschwindigkeit der in urspriinglich ruhender Fliissig- 
keit fortschreitenden Kugel ist die mit dem Faktor 3 multiplicierte aktuelle 
Geschwindigkert der Kugel. 

(B) Das kinematische Aktionsmoment der Kugel ist das Produkt 
der Aktionsgeschwindigkeit in das Volumen der Kugel. 


34. Solenoidale Darstellung des Feldes der fortschreitenden 
Kugel. — Sowohl das Translationsfeld innerhalb der Kugel, als das 
anschhefsende Feld in der Fliissigkeit ist gleichzeitig solenoidal und 
potentiell. An der Grenzfliiche wird aber nur die solenoidale und 
nicht die potentielle Grenzflichenbedingung erfillt. Das Gesamtfeld 
wird also ein Solenoidalfeld, nicht aber ein Potentialfeld. Die Grenz- 
flache bildet eine Diskontinuitatsfliche der Potentiale; die Tangential- 
komponente erleidet, wie wir gesehen haben, eine plitzliche Ver- 
anderung, so dafs die Grenzfliche eine Gleitungsfliiche oder Wirbel- 
fliche bildet. Stellen wir deshalb beide Kinzelfelder graphisch durch 
Lamellen dar (6), so werden sich dieselben nicht kontinuierlich 
durch die Grenzfliche hindurch fortsetzen. Dagegen werden die 
Solenoide (5) der beiden Felder kontinuierlich ineinander tibergehen, 
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nur mit einer plétzlichen Richtungsveriinderung an der Grenz- 
fliche. 


In Inneren der Kugel ist der ganze Vektorflufs durch einen 
Kreis in der Aquatorialebene mit dem Radius +. 


(a) ee eT anes 


oder, wenn wir nach 80(b,) die Geschwindigkeit s durch das 
Aktionsmoment S ersetzen, 


(a’) yi) a Sete 


Fig. 7. Feld der fortschreitenden oder der oscillierenden Kugel. 


Der Radius einer cylindrischen Réhre, welche den Vektorflufs 
fiihrt wird also 


(b) pe aye 


In Fig. 7 ist der Radius d der Kugel gleich 1 gesetzt und das 
Aktionsmoment gleich 12. Der totale Vektorflufs # durch die 
Aquatorebene der Kugel wird dann nach (a’) gleich 6, so dafs das 
ganze Feld durch sechs Vektorréhren darzustellen ist. Die Radien 
dieser Réhren im Inneren der Kugel findet man nach (b). Die 


Geraden innerhalb der Kugel in der Figur 7 sind Vektorlinien, 
4* 
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welche die Schnittlinien der koaxialen, einander umschliefsenden 
Réhrenmintel mit einer Meridianebene bilden. 

Die Fortsetzung dieser Vektorlinien aufserhalb der Kugel findet 
man mit Hilfe der Konstruktion der Figur 4. Der Schnittpunkt 
der Geraden mit der Kugel ist ein Punkt auf der Vektorkurve; 
man konstruiert durch zwei Projektionen den Parameter K dieser 
Kurve, und nachher beliebig viele Punkte. Die Parameter K kann 
man tibrigens auch leicht durch Integration des Vektorfiusses durch 
die verlingerte Aquatorialebene der Kugel erhalten. Man findet, 
dafs die Parameter der nacheinander folgenden Kurven sich wie 
die Zahlen 


1 ee, amy. ey oe ce Soo 8 
2 a EQ 26) at 


verhalten. Ist eine Kurve konstruiert, so kann man die iibrigen 
durch proportionale Verlingerung aller Vektorradien finden. 

Dreht sich die so konstruierte Figur um die horizontale Sym- 
metrieachse, so werden die sechs koaxialen in sich zuriicklaufenden 
Stromréhren erzeugt. Wahlt man immer kleinere Einheiten des 
Vektorflusses, so erhalt man immer kleinere Vektorréhren und ge- 
langt zuletzt zu der solenoidalen Darstellung des Feldes. 

Im Falle eines andauernden Fortschreitens der Kugel wird 
das System der Solenoide die Bewegung der Kugel mitmachen. Der 
durch die Solenoide beschriebene Bewegungsgegenstand pflanzt sich 
dann durch die Fliissigkeit fort, und es sind immer wechselnde 
Fliissigkeitsmassen, welche die Solenoide fiillen. Oscilliert aber die 
Kugel gradlinig mit hinlinglich kleinen Amplituten, so sind es 
immer dieselben Fliissigkeitsmassen, welche in einem festliegenden 
System von Stromréhren hin und her oscillieren. 


35. Gleichzeitig volumandernde und fortschreitende Kugel. — 
Betrachten wir jetzt den Fall, dafs die Kugel gleichzeitig die trans- 
latorische und die volumindernde Bewegung hat, und driicken wir 
nach 17(b) die Bewegung durch die vier Parameter a, b, c, d aus, 
so hat die Kugel die vier Geschwindigkeitskomponenten 4a, b, ¢, d. 

Die Bewegung im Inneren der Kugel wird dann durch ein 
Potential dargestellt, welches durch Superposition der Potentiale 18 (a) 
und 30(a,) entsteht. Also: 


(a) b=47 d+ a(a—a)+b(y—d) + 6(z—0). 


Die solenoidal anschliefsende Bewegung im ‘ulseren Raume 
finden wir ebenfalls durch Superposition. Denn wegen der linearen 
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Natur der Lapnace’schen Gleichung wird die Superposition von zwei 
Lisungen dieser Gleichung eine neue Lisung derselben geben, und 
wegen der linearen Natur der Grenzfliichenbedingung werden zwei 
Lésungen, welche die verlangte normale Partialgeschwindigkeiten an 
der Grenzfliche geben, durch Superposition die verlangte normale 
Gesamtgeschwindigkeit geben. Das Potential der Bewegung im 
dufseren Raume erhalten wir also durch Superposition der Poten- 
tiale 18(c) und 30(c,) in der Form 


bp = —2d—4 4 [a(w—a) + by —b) + 6(x—0)}. 


Man kann diese Potentialausdriicke in sehr knapper Form als 
totale Ableitungen der Zeit schreiben. Bemerkt man niimlich, dafs 
die nach 17(d) in r enthaltenen a, 5, ¢ und ebenso d Funktionen 
der Zeit sind, so findet man! 


x andes? 
(2) = 2 dtd 
r ada @ 
ey TOSS 


Das Potential g des fufseren Feldes in der Umgebung der 
gleichzeitig volumiindernden und fortschreitenden Kugel ist hier 
durch die vier Geschwindigkeitskomponenten a, 6, ¢, d ausgedriickt. 
Wie in den vorhergehenden speziellen Fallen kénnen wir auch die 
neuen Parameter 


(c) Oe sr IC 


einfiihren, wo é die spezifische Ausdehnungsgeschwindigkeit 19 (c), 
f, g, h die Aktionsgeschwindigkeit 33(a) der fortschreitenden Kugel 
ist. Oder wir kénnen als Parameter die Produkte 


(d) er eG aL, 


der Gréfsen (ec) in das Volumen # der Kugel einfithren, wo H die 
totale Ausdehnungsgeschwindigkeit 19 (b), /, G, H die Komponenten 
des kinematischen Aktionsmomentes 30(b,) der Kugel sind. Im 
letzteren Falle wird der Ausdruck des Potentiales 


B F(a@—a)+G@(y—b)+H(x-¢) 
(e) Tes —Anr 4nr ‘ 


1 C. A. Bserxnes, Om de indre Tilstande i et inkompressibelt ubegrandset 
Fluidum, hvori en Kugle beveger sig, idet den forandrer Volum, § 1. Viden- 
skabsselskabets Forhandlinger, Christiania 1863, 
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Das letzte Glied dieses Ausdruckes ist gleichzeitig das Potential 
zweier kleiner Kugeln mit entgegengesetzt gleichen Volumianderungs- 
geschwindigkeiten. Das Gesamtpotential kann deshalb auch als das 
Potential zweier Kugeln, welche ungleiche Volumiinderungsgeschwin- 
digkeiten haben, aufgefafst werden, so dafs E der Uberschuls an 
Expansionsgeschwindigkeit der einen Kugel tiber die Kontraktions- 
geschwindigkeit der anderen ist. 


36. Das Feld der gleichzeitig fortschreitenden und volum- 
andernden Kugel. — Betrachten wir das iufsere und das innere 
Feld gleichzeitig, so werden sie zusammengenommen weder ein 
potentielles noch ein solenoidales Gesamtfeld darstellen. Denn das 
fiufgsere Feld ist allerdings sowohl potentiell, als solenoidal, das 
innere dagegen ist nur potentiell und nicht solenoidal, und an der 
Grenzfliche wird nur die solenoidale und nicht die potentielle Grenz- 
flachenbedingung erfiillt. Es liegen mit anderen Worten zwei po- 
tentielle Partialfelder vor, von denen das eine zugleich solenoidal 
ist, und welche durch eine Gleitungs- oder Wirbelschicht vonein- 
ander getrennt sind. 

Befassen wir uns nur mit dem fufseren Stromfelde, so ist das- 
selbe wieder am leichtesten zu untersuchen, wenn wir Polarkoordi- 
naten einfiithren. Das Potential nimmt dann die Form 

E S cos 4 


ag? ds 
= ——d—i—scosd = — = 
ye a aah el Anr 4nr? 


an. Das Feld ist um die Fortschreitungsrichtung der Kugel als 
Achse symmetrisch. Die Stromlinien liegen in den durch diese 
Achse gehenden Meridianebenen, und das Feld lafst sich durch eine 
Zeichnung in einer solechen Meridianebene vollstiindig darstellen. 
Zu der solenoidalen Darstellung des Feldes durch eine solche 

Zeichnung kommt man mit Hilfe der schon mehrmals benutzten 
Superpositionskonstruktion, indem man die Kurven aufserhalb der 
Kugeln der Figuren 1 und 7 aufeinander legt. In dieser Weise 
ist die Fig. 8 erhalten. Wenn die Kugel unter Expansion fort- 
schreitet, so werden die beiden Stréme einander vor der Kugel 
verstirken, und hinter derselben schwiichen, und zwar so, dals auf der 
Symmetrieachse des Feldes ein neutraler Punkt vorkommt, wo die 
Geschwindigkeit Null ist. Die Geschwindigkeit auf dieser Achse 
ist nimlich 

BE 28 

Agr? a 48? 
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so dafs der neutrale Punkt im Abstande 


1 | aes sy 
H d 


hinter der Kugel liegt. Die durch diesen Punkt passierende Strom- 
linie ist in der Fig. 8 punktiert. Ist s kleiner als d, so wird dieser 
Punkt der virtuellen Fortsetzung des iufseren Feldes im Inneren 
der Kugel angehéren. Im unendlich Fernen laufen die Stromlinien 
in allen Richtungen asymptotisch zu den radialen Strahlen. In 


/ 


Fig. 8. Feld der unter Expansion fortschreitenden oder der gleichzeitig 
oscillierenden und pulsierenden Kugel. 


der Nahe der Kugel kann also das Fortschreiten der Kugel den 
Radialstrom stark modificieren; in sehr grofsen Entfernungen da- 
gegen reduciert sich zuletzt der Strom auf den reinen Radialstrom. 


37. Oscillierende und pulsierende Kugel. — Die Figuren 7 
und 8 geben Augenblicksbilder der Bewegung der Fliissigkeit in 
der Umgebung einer mit konstantem, beziechungsweise verainderlichem 
Volumen fortschreitenden Kugel. Die Symmetrieachse des Feldes fallt 
immer mit der augenblicklichen Translationsrichtung der Kugel 
zusammen, und gleichzeitig wird das Aussehen des Feldes sich ver- 
indern mit jeder Verinderung der gegenseitigen Intensitat der trans- 
latorischen und der volumiindernden Bewegung. 
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Wenn aber die Kugel konstanten Volumens mit klemen Ampli- 
tuden geradlinig hin- und herschwingt, so kann man die Strom- 
linien der Fig. 7 als festliegende Kurven betrachten, langs deren 
die Flissigkeitspartikelchen mit kleinen Amplituden schwingen. Hat 
die oscillierende Kugel veriinderliches Volumen, und verlaufen die 
Voluminderungen nach einem anderen Gesetze als die Oscillationen, 
so wird man wieder wechselnde Strombilder haben, wobei der neutrale 
Punkt der Fig.8 bald vor und bald hinter der Kugel liegen wird. Sind 
aber die Pulsationen mit den Oscillationen synchron, so dafs bei- 
spielsweise die Ausdehnung immer mit dem Fortschreiten, und die 
Zusammenziehung immer mit der Riickkehr der Kugel zusammen- 
fillt, so werden die Kurven der Fig. 8 wieder festliegend, und die 
Flissigkeitsbewegung reduciert sich auf geradlinige Oscillationen 
der Fliissigkeitspartikelchen lings der Linienelemente dieses fest- 
liegenden Kurvensystems. Die beiden entgegengesetzt volumindernden 
Kugeln, durch welche man immer die eine volumandernde und fort- 
schreitende Kugel ersetzen kann (85), sind in diesem Falle synchron 
pulsierende Kugeln. 


Dritter Abschnitt. 


Allgemeines tiber die Bewegung des Kugelsystems und die 
ansehliefsende Bewegung der Fliissigkeit. 


38. Potential des Kugelsystems in der ersten Annaherung. — 
Befindet sich in der Fliissigkeit eine beliebige Anzahl x von Kugeln 
9h, 4, 9,k,..., die gleichzeitig translatorische und volumiindernde 
3ewegungen haben, und sind alle Centraldistanzen grofs im Vergleich 
zu den Radien der Kugeln, so kann das Potential der Fliissigkeits- 
hewegung in der ersten Anniherung einfach durch Superposition 
gefunden werden: 


n 


(a) 4 a Dy P9: 
ut 


WO YP, das Potential der Kugel g darstellt, wenn sie allein vor- 
handen wire, niimlich nach 35 (b) 


3 
ad Baers i! f ’ . i 3 
me an \ 4, (@ — tt, ) + b, (y — b,) ae (% — e,)| 


ALLGEMEINES UBER DIE BEWEGUNG DES KUGELSYSTEMS. 57 
oder unter Anwendung der anderen Parameter, wie in 35(e), 


E, _F,@- ay) a Gy (y — by) + H,(% — ey) 
4nry 47,8 ; 


(c) YY, = 


Die Begriindung ist schon in 28 gegeben. Der Umstand, dafs die 
Kugeln jetzt auch translatorische Bewegung haben, andert dabei 
nichts. Denn die auf der Translation beruhende Bewegung in der 
Flissigkeit nimmt noch schneller als die auf der Voluminderung 
beruhende mit der Entfernung ab, und die von der Translation 
herrithrenden Fehler in der Erfiillung der Grenzflichenbedingung 
kommen deshalb nicht in Betracht, weil wir schon die von der 
Voluminderung herriihrenden Fehler als verschwindend klein be- 
trachten. 

Zur Orientierung iiber die Natur der Flissigkeitsbewegung und 
zum Vergleich der theoretisch und experimentell gefundenen Strom- 
felder kénnen wir uns deshalb dieser Lisung bedienen, wihrend 
wir spiter, um den dynamischen Teil unserer Aufgabe erledigen zu 
konnen, eine genauere Liésung suchen miissen. 

Die allgemeine Natur der durch (a) dargestellten Fliissigkeits- 
bewegung wird man in den einfachsten Specialfillen mit Hilfe der 
schon gezeichneten Felder voraussehen kénnen. Dabei ist es oft 
zweckmifsig, die fortschreitende Kugel durch ein voluma&nderndes 
Kugelpaar ersetzt zu denken. 


39. Abhangigkeit des exakten Potentialausdruckes von den 
kinematischen Parametern. — Die angeniherte Losung 38(a) ist 
eine lineare und homogene Funktion der 4m” kinematischen Para- 
meter d,, 6 dy sey wihrend die Koefficienten Funktionen der 
geometrischen Parameter B,, Oy, Cy, dy s+ sind. 

Dieselbe Higenschaft wird der exakte Potentialausdruck haben, 
wie man leicht aus den allgemeinen Bedingungen des Problems 
erkennt. Um dies zu beweisen, denken wir uns erst eine Funktion 
gegeben, welche die Lapnacn’sche Gleichung erfillt, im unendlich 
Fernen verschwindet, und die durch 4,,b,,¢,,d,, ... bestimmten 
Normalgeschwindigkeiten an allen Kugelfliichen hat. Nachher denken 
wir uns, dafs jeder Geschwindigkeitskomponente der m-fache Wert 
ma, m bs mé,md,... gegeben werde. Wegen der linearen 
Natur der Lapiace’schen Gleichung sowie der Grenzflichenbedingung 
erkennt man sofort, dafs mg die Liésung des neuen Problems dar- 
stellt. Mit anderen Worten, g ist eine lineare und homogene 


Funktion der kinematischen Parameter. 


g? %g? 


58 ZWEITER TEIL. DRITTER ABSCHNITT. 


Wir kénnen deshalb immer in der Form: 


(a) yp = Diy dy + By by + C,é, + D,d,) 
1 
schreiben, wo 4,, B,, C,, D, Funktionen der 4” geometrischen Para- 
meter a,, bar Og oo ai 
Da die Roordmaten x, y,* des Raumpunktes nur in die 
Funktionen 4,, B,, C,, D, eingehen, finden wir fiir die Geschwindig- 


keitskomponenten in der Fliissigkeit: 


je > OEY, OM oa OD, # 
a 115 does be ee a ty 


1 


Op _ Si Get Ae Os 
(b) SE = DF 4 + Ft Sty + ae 


a6 Sh aes ; ae ih 
se + oy Gt a + Feb + See, + ed, \. 


Diese treten also auch als homogene, lineare Funktionen auf, 
und Ahnlich wird es sich mit s’imtlichen hdheren Ableitungen des 
Potentials verhalten. Also: 


Das Geschwindigkeitspotential fiir die Bewegung der Fliissigkett, 
sowie seine sdmtlichen <Ableitungen nach den Koordinaten sind lineare 


bs Cy? i 


und homogene Funktionen der Geschwindigkeitskomponenten a : 


‘9? 
der Kugeln.* 

40. Abhangigkeit des Potentials von den geometrischen Para- 
metern. — Jede der Funktionen A,, B,, C,, D, miissen wir im all- 
gemeinen als von simtlichen 4 » prinched Parametern a,b, Cy dy 
a,,,,¢,,4,, .. . abhingig annehmen, wiihrend speziell in San ve 
genitherten Ausdruck 88(a) nur die vier Parameter a,,b,,¢,,d, der 
Kugel g selbst eintreten. 

Hs lifst sich aber sofort ein allgemeiner Schlufs dariiber ziehen, 
in welcher Weise die Parameter in diese Funktionen eingehen 
werden, Die Kugelradien d,,d,, ... miissen mit ihren absoluten 
Werten auftreten, weil dieselben wesentliche Bestimmungsstiicke fiir 


* C. A. Bssrxnes, Sur le mouvement simultané de corps sphériques 
variables dans un fluide indéfini et incompressible, § 2. Videnskabsselskabets 
Forhandlinger, Christiania 1871. 
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die Konfiguration des Kugelsystems sind. Anders verhilt es sich 
mit den Koordinaten Gy, Dy, Cy) Ay, 5,5 ¢, - ++ der Mittelpunkte der 
Kugeln. Offenbar wird das Potential im Raumpunkte a, y, % nur 
von der Lage der Kugeln relativ zu einander und von der Lage 
des ganzen Kugelsystems relativ zu diesem Punkte abhiingen. Denn 
die absolute Lage der einzelnen Kugeln kann keine Bedeutung 
haben, wie man sofort sieht, wenn man sich das ganze Kugel- 
system und den Punkt z,y,% als ein starres System verschoben 
denkt. Also: 

In den Funktionen A,,...D, wird der Parameter d, mit 
seinem absoluten Werte, die Parameter Oy Boy Cay Any Ons Cys + peace 
gegen werden nur in Differenzen von der Form 


(a) t—a,,y—b,%x—e,, a, — a 


” b, — by , — ¢ 


le 
vorkommen. 

Im angendherten Potentialausdrucke 38(a) tritt nur «—a,,y—b,, 
“ —¢,, also die Lage der Kugel relativ zum Raumpunkte a, y, « auf, 
wahrend a,—a,, b, —6,, ¢,—¢,, oder die Lage der Kugel g relativ 
zu einer beliebigen anderen Kugel h, erst bei fortgesetzter Ap- 
proximation auftreten wird. 


41. Sichtbare und verborgene Bewegung des Kugelsystems. — 
Im Anschlufs an diese allgemeinen Sitze tiber die Art und Weise, 
wie die geometrischen und die kinematischen Parameter im Potential- 
ausdrucke auftreten, kénnen wir gewisse besondere Bewegungsformen 
des Kugelsystems und gewisse allgemeine Higenschaften der an- 
schliefsenden Fliissigkeitsbewegung diskutieren. 

Wir zerlegen simtliche geometrischen Parameter in zwei Teile: 


(a) by = A+ 4, b, = b+ 5,, G7 = 6 + G, dy = dj + d;. 


Eine fiir unsere Untersuchungen besonders wichtige Bewegungsform 
des Kugelsystems lifst sich dann dadurch definieren, dafs wir die 
folgenden Voraussetzungen machen: 

dy soll immer eine Konstante sein. 

aj, bg, eg sollen sich in der Zeit nur sehr langsam verdndern, im 
Verlaufe der Zeit sollen aber die Anderungen beliebig gro/s werden kinnen. 

Aj, bg, eg, dq sollen dagegen schnell verdnderlich sein, aber nur inner- 
halb sehr enger Grenxen, so da/s sie immer klein bleiben im Vergleich 
xu den Radien d. P der einxelnen Kugeln. 
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Differentiieren wir die Gleichungen (a) nach der Zeit, so er- 
giebt sich 
(b) 4, = atai, 6, = B+, & = Greg, d, = dG, 
wo also nach den Voraussetzungen die Geschwindigkeiten aj, by, ¢% 
klein sind im Vergleiche zu den Geschwindigkeiten aj, bj, ¢j, dj. 
Wie grofs aber auch diese letzteren Geschwindigkeiten sei mégen, 
wegen der Kleinheit der entsprechenden Verschiebungen aj, ... d; 
werden sie keine merkbaren Konfigurationsverinderungen des Systems 
erzeugen. Diese vielleicht aufserst intensive Partialbewegung kann 
sich deshalb vollstiindig der Beobachtung entziehen. Die durch die 
Gréfsen a}, 2, cf beschriebene, und mit den langsamen Geschwindig- 
keiten dj, b3, éj verlaufende Partialbewegung wird sich dagegen 
durch die fortschreitende Konfigurations- und Lageveriinderung des 
Systems immer bemerkbar machen. Mit Riicksicht Merauf kénnen 
wir af,...dj die Parameter der Aufseren oder sichtbaren 
Kontiareunn und aj, bj, cj die Geschwindigkeitskompo- 
nenten der sichtbaren Bewegung nennen, und im Gegensatze 
dazu aj,...d; als die Koordinaten der inneren Konfigura- 
tion und d},... dj als die Geschwindigkeitskomponenten der 
inneren oder verborgenen Bewegung bezeichnen. 


Sind besonders die Parameter der fiufseren Konfiguration von 
der Zeit unabhingig, so kommen keine fortschreitenden Konfigura- 
tions- und Lageinderungen vor, und man wird glauben, ein System 
im Gleichgewichte vor sich zu haben. Einen solchen Bewegungs- 
zustand, welcher wegen der beschrinkten Genauigkeit unserer Be- 
obachtungen mit einem statischen Zustande verwechselt wird, werden 
wir einen scheinbar statischen Bewegungszustand nennen. 


42. Vereinfachung des Potentiales bei intensiven verborgenen 


und schwachen sichtbaren Bewegungen. — Die allgemeinen Aus- 
driicke 41 (a) der Parameter kénnen wir in die Funktionen A,,...D 
substituieren, und nach Potenzen der kleinen Gréfsen Cee oth ent- 


wickeln, da dieselben im allgemeinen klein sind, im Derelict zu 
den als Variablen auftretenden Gréfsen jy B— yy ++ - A, — Ay. 
Dafs auch die letzteren Gréfsen ate orenciee wegen der Lage des 
Koordinatensystems klein oder Null werden kénnen, hat dabei keine 
Bedeutung. Wenn wir nur die konstanten Glieder der Entwicke- 
lungen beibehalten, so ergiebt sich in der ersten Anniherung: 


(a) 4, = 4}, BS Be eee 
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0 0 2 oy . 
a Ag, « . . Dj nur von den Koordinaten der iiufseren Konfiguration, 
A 0 0 0 
es pele oe den Grdfsen dj, s—ai, y—0), x — On on 
b, — bj, ch—cj, .:. abhangen. 
Gleichzeitig kénnen wir in der ersten Anniherung 


(b) Gp Ot eh by PE sd md} d, = di 


setzen, also 
(c) p = Dd} {Asay + Byby + Cyey + Dp dy | 

1 
schreiben. Wir schliefsen daher, dafs in diesem Falle der Potential- 
ausdruck in erster Anniherung nur von den Parametern der iiufseren 
Konfiguration und von den Geschwindigkeiten der inneren Bewegung 
abhingig ist, und dasselbe wird mit simtlichen Ableitungen des 
Potentials nach den Koordinaten der Fall sein, also beispielsweise 
mit den Geschwindigkeitskomponenten in der Fliissigkeit. Nur 
wenn Differentiationen nach der Zeit vorgenommen werden sollen, 
miissen wir immer zu dem urspriinglichen Potentialausdruck zuriick- 
kehren. 

Wenn wir aber diese Vereinfachung benutzen wollen, so ist es 
nicht notwendig, neue Bezeichnungen einzufiihren, da der Form 
nach der Potentialausdruck g°® vollkommen mit dem urspriing- 
lichen g tibereinstimmt. In allen Fallen, wo nicht eine Differentiation 
nach der Zeit vorgenommen werden soll, kénnen wir uns also der 
folgenden Regel bedienen: 


Liegt ein Bewegungszustand nut schwacher dufserer und iniensiver 
innerer Bewegung vor, so kann man in der ersten Anndherung das 
Geschwindigkeitspotential der Fliissigkeit wnd sdmtliche Ableitungen des- 
selben nach den Koordinaten als Funktionen der Parameter der cu/seren 
Konfiguration und der Geschwindigkeiten der inneren Bewegung betrachten. 


43. Mechanik der verborgenen Bewegungen. — Auf den mecha- 
nischen Ursprung der verborgenen Bewegungen werden wir nicht 
genauer eingehen. Wir begniigen uns, die mechanische Méglichkeit 
dieser Bewegungen anzudeuten,. 

Wir haben schon friiher die Zuriickfithrbarkeit der periodischen 
Volumveriinderungen oder Pulsationen auf die Elasticitit der Kugeln 
angedeutet (22). 

Die translatorischen Schwingungen oder Oscillationen kénnen 
auch auf inneren elastischen Kriiften beruhen. Man erkennt dieses 
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leicht, wenn man sich denkt, dafs jede Kugel aus einer Kugelschale 
besteht, welche in elastischer Verbindung mit einem inneren schweren 
Kern steht. Der innere Kern und die iiufsere Schale kénnen dann 
entgegengesetzte Schwingungen um den gemeinschaftlichen, ruhenden 
Schwerpunkt ausfiihren, und in abnlicher Weise wird auch eine 
als elastisches Kontinuum gedachte Kugel schwingen kénnen. 

Sonst kiénnen die Oscillationen der Kugeln auch auf iufseren 
elastischen Verbindungen beruhen, durch welche mehrere Kugeln 
zu Gruppen zusammengehalten werden. Line solche Kugelgruppe 
kann sich dann als ein Ganzes bewegen, wihrend die einzelnen 
Kugeln gleichzeitig kleine Schwingungen ausfiihren. Dabei sei immer 
vorausgesctzt, dafs diese Verbindungen hinlinglich fein sind, um 
die Flissigkeitsbewegungen nicht zu stéren. 

Wie aber auch die Mechanismen beschaffen seien, auf welchen 
die Oscillationen wirklich beruhen, so kénnen wir immer die Hilfs- 
vorstellung benutzen, dafs die Kugeln unter der Wirkung fremder 
Krafte beliebigen Ursprunges stehen, die sich in den mittleren 
Lagen ag, bj, cj,... das Gleichgewicht halten. Diese Gleichgewichts- 
lagen kénnen wieder langsam verinderlich sein. Die Frage von 
dem Ursprunge der Schwingungen ist damit vollkommen offen ge- 
halten, und wir entnehmen der gewoéhnlichen Theorie der kleinen 
Schwingungen nur die folgende allgemeine Kigenschaft der Parameter 
der inneren Konfiguration aj, . .. dj, welche die Schwingungen be- 
schreiben: 

Jeder Parameter der inneren Konfiguration li/st sich durch eine 
Summe von pertodischen Funktionen darstellen. 

Diese Voraussetzung braucht nicht zu jeder Zeit streng erfillt 
zu sein. Mit der progressiven Veriinderung der dufseren Konfiguration 
diirfen auch progressive Verinderungen im inneren Schwingungs- 
zustande verbunden sein. Wir beschriinken aber unsere Betrachtungen 
auf kurze Zeitriume, wihrend welcher diese progressiven Ver- 
inderungen unmerkbar sind. 


44. Die Mittelwerte der Geschwindigkeiten. — Sind in dieser 
Weise die Parameter der inneren Konfiguration aus lauter periodischen 
Funktionen linear zusammengesetzt, so werden die entsprechenden 
inneren Geschwindigkeiten lineare Verbindungen aus Zeitableitungen 
periodischer Funktionen sein, deren jede nach dem Satze 21(A) den 
Mittelwert Null hat. Nehmen wir danach den Mittelwert der 
wirklichen Geschwindigkeiten 41(b) withrend einer Zeit, die 80 


kurz ist, dafs die Geschwindigkeiten dj, ... dy keine merkbare 
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Anderung erleiden, welche aber doch gleichzeitig lang ist im Ver- 
gleiche zu den Perioden der kleinen Schwingungen, so verschwinden 
che Mittelwerte von aj, ... ci und wir erhalten: 

Die linearen Mittelwerte der wirklichen Geschwindigkeiten sind mit 
den Geschwindigheiten der ciufseren, sichtbaren Bewegung identisch. 

Bilden wir andererseits die quadratischen Mittelwerte der Ge- 
schwindigkeiten, wihrend eines Zeitraumes derselben Liinge, so wird 
der Beitrag der schwachen uufseren Geschwindigkeiten verschwindend 
und wir erhalten: 


Die quadratischen Mittelwerte der wirklichen Geschwindigketten kinnen 
im der ersten Anndherung als mit den quadratischen Mittelwerten der 
inmneren verborgenen Geschwindigkeiten identisch betrachtet werden. 


45. Isochrone Schwingungen. — Wir haben schon in einzelnen 
Fallen, 24 und 87, gesehen, wie die Stromlinien in der Fliissigkeit 
unaufhérlich in Bewegung sind, wenn die einzelnen Komponent- 
bewegungen emer Kugel, oder die Bewegungen mehrerer Kugeln 
nach voneinander unabhingigen Gesetzen periodisch oder nicht- 
periodisch verlaufen. Dies wird sich natiirlich bei einem vollstiin- 
digen Kugelsysteme wiederholen, nur mit gréfserer Mannigfaltigkeit 
der aufeinander folgenden Strombilder. — 

Sind die einzelnen Parameter nicht mehr voneinander ver- 
schiedene Summen von periodischen Funktionen, sondern alle durch 
eine einzige periodische Funktion darstellbar, so werden wir die 
Schwingungen isochron nennen. Die verschiedenen Parameter 
haben dann alle dieselbe Periode, und kénnen sich voneinander 
nur durch Amplitude und Phase unterscheiden. Es sei f(f) diese 
Funktion, durch die alle Parameter der inneren Konfiguration dar- 
stellbar sind, t die Periode derselben, und Cl Paria Oy» ny Bur oes 
seien Zahlen zwischen 0 und 1. Die Parameter der inneren Kon- 
figuration sind dann den Funktionen f(t—a,r), f(t—,T),.-- 
{(t—«,7),.. + proportional. Von den Proportionalititsfaktoren 
hiingen die Amplituden, von den Differenzen der Zahlen a@,, f,,... 
c,, By, »- die Phasenunterschiede ab. 

Die inneren Geschwindigkeiten sind den Zeitableitungen 
f(t — et), ... proportional, wo f nach 21(A) eine Funktion ist, 
welche den linearen Mittelwert Null hat. Ohne die Natur der Be- 
wegung zu beschrinken, kinnen wir wie friher (25) annehmen, dafs 
der quadratische Mittelwert von / den numerischen Wert 1 
hat, und daher die Geschwindigkeiten der imneren Bewegung in 


der Form 
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dj = a, f(t — @,T) Opes 6, fl = 0) ee 
(a) m ™m 

by, = b, f(t — 8,7) b, = by f(t — 8,7) A) ala enigte 
schreiben, wo dy, by, ...+ a, by die nach 21(b) bestimmten qua- 


dratischen Mittelwerte von dt, 61, ¢} dj}, ai, bi,.... sind. 

Wie sehr aber auch die Bewegung der Fliissigkeit sich ver- 
einfacht bei der Annahme dieser Bewegung des Kugelsystems, 
werden doch bei Phasenunterschied im allgemeinen die Strombilder 
wechselndes Aussehen haben. Man braucht sich nur den Fall 
zweier mit dem Gangunterschiede von ein Viertel Phase nach ein- 
fachen Sinusgesetzen pulsierenden Kugeln zu versinnlichen. Man 
wird dann die Periode in vier Teile teilen kénnen: in zwei der- 
selben ist eine Kugel expandierend und eine kontrahierend, in den 
zwei anderen sind entweder beide expandierend oder beide kontra- 
hierend. Man wird also in jeder Periode sowohl die Strombilder 
der Figuren 2 und 8 als alle zwischenliegenden erhalten. 


46. Synchrone Schwingungen. — Die isochronen Schwingungen 
werden wir synchron nennen, wenn keine Phasenunterschiede mehr 
vorliegen. Hat / die Symmetrieeigenschaft, dafs 


fé+4r) = —/f (A), 


so kénnen wir nach Veriinderung des Vorzeichens der Amplitude 
von jedem Phasenunterschiede, welcher eine halbe Periode betrigt, 
absehen. Schwingungen gleicher oder entgegengesetzter Phase, welche 
diese Symmeirieceigenschaft besitzen, werden deshalb auch zu den 
synchronen gerechnet, und zwar kénnen wir in allen Fallen als Be- 
dingung fiir synchrone Schwingungen das Gleichungssystem 


| 


dj = dg f(t) Ov = dy). eee 


re bere) Te aC) eee 


075-8 on le! eave ke, TM ve ew 606. 9 ere 


aufstellen, wo die als Amplitude auftretenden Grifsen die nach der 
Formel 21(b) gebildeten und nach der Regel 21(B) mit Vorzeichen 
versehenen quadratischen Mittelwerten sind. 

Substituieren wir diese Ausdriicke im Potentialausdruck 42 (c), 
so ergiebt sich 
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(b) p= f(t) 4 | Ay Ger B,b eC, eo D, dy'\ ; 
af! 


wo der Klammerausdruck als von der Zeit unabhingig betrachtet 
werden kann, wenn wir von den langsam verlaufenden sichtbaren 
Bewegungen absehen. 

Bezeichnen wir die von der Zeit unabhiingige oder in der Zeit 
nur langsam verinderliche Gréfse durch 


(0) gp” = D1 Anat + By by + Op of + Dy dz'\, 


1 


so wird der Potentialausdruck 
(d) OD = Ma al 


Die Geschwindigkeitskomponenten werden 


ee ph a ey 


und &hnliche Ausdriicke findet man fiir die héheren Ableitungen. 

Im Falle synchroner Schwingungen zerlegt sich also das Ge- 
schwindigkeitspotential in ein Produkt von zwei Faktoren, deren 
der eine /(t) den Verlauf der kleinen Schwingungen in der Zeit 
angiebt, wihrend der andere g™ die in der Zeit unverinderliche, 
oder wenigstens nur langsam verinderliche geometrische Verteilung 
der Bewegung beschreibt. In ganz ahnlicher Weise zerlegen sich 
simtliche Ableitungen des Potentials nach den Koordinaten. 

Wenn wir von Einzelheiten im zeitlichen Verlauf der Bewegung 
absehen und nur die dauernden riiumlichen Higenschaften derselben 
untersuchen wollen, kénnen wir also im Falle synchroner Schwin- 
gungen die Funktion w™ zu Grunde legen in ganz ahnlicher Weise, 
wie wir das gewéhnliche Potential gm benutzen, um den augenblick- 
lich vorliegenden Bewegungszustand zu untersuchen. g™ werden 
wir deshalb das Potential des synchronen Schwingungs- 
zustandes nennen. 

Man bemerkt iibrigens, dafs dieses Potential g™ und seine 
Ableitungen nach den Koordinaten einfach die nach 21 definierten 
und mit Vorzeichen versehenen quadratischen Mittelwerte des Po- 
tentials q der wirklichen Bewegung und der betreffenden Ab- 
leitungen desselben sind. 


BsERKNES, Vorlesungen. I. 5 
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47. Die Stromfelder im Falle synchroner Schwingungen. — 
Dafs die geometrischen Higenschaften des Feldes nur von y™ ab- 
hangen, erkennt man sofort, wenn man die Gleichungen der Strom- 
linien bildet. Denn substituiert man die Geschwindigkeitskomponenten 
46(e) in den Differentialgleichungen 2(a) der Vektorkurven, so fallt 
der gemeinschaftliche Faktor f(t) fort. Die Differentialgleichungen 
werden einfach 


dx dy d% 
(a) ™m = ™ a m ) 

Ce ow og 

0x Oy 0% 


so dafs die Stromlinien nur von g™ und den darin enthaltenen 
Konstanten oder langsam verinderlichen Parametern abhingen. Wir 
kommen also ganz allgemein zu dem Resultat, welchem wir friiher 
(25 und 37) in besonderen Fallen begegnet sind: 

Im Falle synchroner Schwingungen des Kugelsystems wird der Be- 
wegungsxustand der Fliissigheit durch ein einxiges Stromlild dargestellt, 
welches nur langsam mit den progressiven diuf/seren Konfigurationsinderungen 
des Kugelsystems Verdnderungen erleiden kann. 

Wegen dieser Kigenschaft kann man sich einer einzigen Zeichnung 
zur solenoidalen Darstellung des Bewegungszustandes bedienen. Als 
Vektorflufs rechnet man dann den mit Vorzeichen versehenen quadra- 
tischen Mittelwert des Flachenintegrals der Geschwindigkeit, welcher 
mit dem Flusse des Vektors 

0g” Oy” 0 gy” 
‘Orc ay? Ox 


identisch ist. 

Da wir sehr oft den besonderen Fall synchroner Schwingungen 
betrachten werden, wird es niitzlich sein, nach einer bequemen Regel 
von der Betrachtung eines beliebigen augenblicklichen Bewegungs- 
zustandes zu der speziellen Betrachtung synchroner Schwingungen 
tibergehen zu kénnen. Diese Regel lifst sich auf der formellen 
Ahnlichkeit des Potentials gw” des synchronen Schwingungszustandes, 
46(c), mit dem Potential m der wirklichen Bewegung, 39(a), be- 
grimden. Denn halten wir diese formelle Ahnlichkeit fest, und er- 
innern uns daran, wie wir aus g das g™ gebildet haben, so lilst 
sich unmittelbar die folgende Regel aufstellen: 

Das Potential der wirklichen Bewegung kann auch als Potential des syn- 
chronen Schwingungsxustandes dienen, wenn wir ndémlich die eingehenden geo- 
metrischen Parameter als lineare und die eingehenden kinematischen Parameter 
als quadratische Mittelwerte mit Vorxeichen nach der Regel 21(B) interpretieren. 
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48. Die Verwendung anderer kinematischer Parameter. — Oben 
haben wir durchgehend die linearen Geschwindigkeitskomponenten 
doy ++. d, als kinematische Parameter verwendet. Alle Siitze werden 
aber ihre Giiltigkeit auch dann behalten, wenn wir die linearen Ge- 
schwindigkeitskomponenten durch die Volumanderungsgeschwindig- 
keit # und die Komponenten des Aktionsmomentes LG FeLi ner 
setzen, vorausgesetzt, dafs die schon gestellte Bedingung immer 
erfiillt bleibt, wonach die Volumanderungen der Kugeln immer klein 
im Vergleiche zu ihrem Volum bleiben sollen. 

Denn ist der Radius d einer Kugel immer von dem Mittel- 
werte d, wenig verschieden, so kénnen wir ohne merklichen Fehler 
in der Formel 19(b) d durch d, ersetzen, und also angenihert 


(a) = 4nd'd 


schreiben. Da weiter das Volumen # von dem Mittelwerte H, sehr 
wenig abweicht, kénnen wir die exakten Formeln 30(b,) durch die 
angenaiherten 

(b) een HG, Ce er SIR oy H = he 

ersetzen. 

Im Falle kleiner Schwingungen ist also die Volumausdehnungs- 
geschwindigkeit der linearen Radialgeschwindigkeit proportional. 
Ebenso ist das Aktionsmoment der linearen Translationsgeschwindig- 
keit proportional, und zwar so, dafs der Proportionalititsfaktor 
eine von der Zeit unabhingige Grolse ist. Dieselbe Proportionalitat 
mulfs folglich unter den quadratischen Mittelwerten bestehen, so dafs 
in den vorhergehenden Sitzen Volumausdehnungsgeschwindigkeit 
und Aktionsmoment ohne weiteres die linearen Geschwindigkeiten 
ersetzen kénnen. 


49. Die Bahnen der Flissigkeitspartikelchen. — Es ist noch 
von Interesse zu bemerken, dafs man die Bahnen der einzelnen 
Flissigkeitspartikelchen bestimmen kann, wenn sich die Bewegung 
des Kugelsystems auf kleine Schwingungen reduciert. 

Es migen «, f, v die Koordinaten eines Flissigkeitspartikelchen 
zu einer beliebigen Zeit t und a, f,, 7) die Werte derselben zur 
Anfangszeit ¢, darstellen. Wenn weiter a, 6, y¥ die Geschwindig- 
keitskomponenten des Partikelchens sind, so wird die Bahn durch 


die Gleichungen 


(a) Oe are p= ‘oa? y Ai 
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bestimmt. Die hier auftretenden x, y, x sind die Koordinaten des 
geometrischen Punktes, in dem sich zu der betrachteten Zeit ¢ das 
Partikelchen befindet. Nach vollfihrter Differentiation konnen wir 
also diese Gréfsen einfach durch die Substitution c=a, y=. 
% = y eliminieren. 

Im Falle intensiver verborgener Schwingungen sind wir abei 
nach 42 berechtigt, die geometrischen Parameter a,,... d,, +--+, 
die nur in den Verbindungen 40(a) auftreten, durch die von der 
Zeit unabhingigen Mittelwerte aj, ... dj,... zu ersetzen. Jetzt 
sind aber «, B, y in ebenso enge oder noch engere Grenzen ein- 
geschlossen als a, ... d,,... Die mit @, 8, y zu identifizierenden 
x, y, x, die auch nur in den Verbindungen 40(a) auftreten, kénnen 
deshalb sofort mit den Konstanten a, §,, 7) identifiziert werden. 
Denken wir uns diese Substitution ausgefiihrt, so lassen sich die 
Gleichungen (a) in folgender Weise explicite schreiben: 


, [oa | ea ace aps 
e= SH oe eae eee a,j 
: 6A? OB, 8, 2 Ou 
(b) beat 2g) d,tagb,+afe+aed 
Sh sa 80s, Atha 
ce NEP Al ee EG 0 OD 
aes DB en eae “0% as 0 Yo zd}. 


Die hier als Koefficienten von 4, b,, 3 d, auftretenden Grofsen 
sind von der Zeit unabhingig, so dafs wir unmittelbar integrieren 
kénnen. Erinnern wir uns dabei an die Anfangsbedingungen, so 
ergeben sich fiir die Bahnen der Flissigkeitspartikelchen: 


AAs oa: ao8 0 
jam Sp eaeemy nee 
- 


0 rons Bifer thse tfoehy 


S1 {042 a Be aco aps 
yo g , seg, cay 
< Siualead une fay). 


Die Koordinaten der Flissigkeitspartikelchen hiingen also in linearer 
Weise von den 4 geometrischen Parametern des Kugelsystems ab. 
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Sind diese Parameter nach unserer Voraussetzung (48) durch Summen 
periodischer Funktionen dargestellt, so werden auch die Koordinaten 
#, 6, y durch Summen periodischer Funktionen ausgedriickt. Im 
Falle kleiner Schwingungen allgemeinster Natur des Kugelsystems 
sind also die Bahnen der Fliissigkeitspartikelchen Lassasous’sche 
Figuren allgemeinster Natur. Wenn siimtliche periodische Funk- 
tionen untereinander kommensurable Perioden haben, werden diese 
Lissasous’schen Figuren geschlossene Kurven, beispielsweise Ellipsen, 
wenn alle Parameter proportional Sinus- oder Kosinusfunktionen 
mit gleicher Periodenliinge sind. Im Falle synchroner Schwingungen 
reducieren sich die Bahnen auf gerade Linien, nimlich Linien- 
elemente der bei dieser Bewegungsform fest liegenden Strom- 
linien (47). Mit den langsam verlaufenden ufseren Konfigurations- 
anderungen des Systems werden sich die Parameter der Lissasous’- 
schen Kurven langsam verindern. 


50. Verborgene Massen. — Bei der Definition 41 der verborgenen 
Bewegungen des Systems haben wir uns auf den Standpunkt ge- 
stellt, dafs wir jede einzelne Kugel sehen kénnen, wihrend die 
Bewegungen nicht sichtbar sind, infolge der Schnelligkeit der 
Schwingungen und der Kleinheit der Amplituden. Mit Riicksicht 
auf die Aufgabe, welche wir uns gestellt haben, ist es aber wichtig, 
daravf aufmerksam zu machen, dafs uns gewisse Bewegungen auch 
deshalb verborgen bleiben kénnen, weil wir die einzelnen bewegten 
Massen nicht sehen. 

Die Kugeln kénnen nimlich zu Koérpern beliebiger Form grup- 
piert sein, und so kann der Fall vorliegen, dafs nur diese Kérper, 
nicht aber die mit Molekiilen zu vergleichenden Kugeln wahrnehmbar 
sind. Die individuellen Bewegungen der einzelnen nicht wahrnehm- 
baren Kugeln entziehen sich dann jeder Beobachtung. Einen durch- 
schnittlichen Uberschufs dieser Bewegungen in einer bestimmten 
Richtung werden wir dagegen als Bewegung des Kérpers wahrnehmen. 

Auf die analytische Behandlung dieses Falles in den Einzel- 
heiten werden wir nicht eingehen, da dabei nichts besonders Neues 
hervortreten wiirde. Die Resultate, die wir fiir den Fall abgeleitet 
haben, dafs zwar die einzelnen Kugeln, nicht aber ihre Schwingungen 
beobachtbar sind, weil die Schwingungen kleine Amplituden haben 
im Vergleiche zu den Kugelradien, lassen sich sofort auf den Fall 
anwenden, dafs molekular konstituierte Kérper vorliegen. Nur braucht 
man dann nicht mehr die Amplituden der verborgenen Schwingungen 
klein relativ zu den Dimensionen der schwingenden Kugel anzu- 
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nehmen, sondern es geniigt, die Amplituden klein im Vergleiche vault 
den gegenseitigen Abstiinden der Kugeln vorauszusetzen. Da diese 
Abstinde in unserem Probleme immer grofs sind im Vergleiche zu 
den Radien der Kugeln, hindert nichts die Annalime, dafs in diesem 
Falle verborgene Oscillationen vorliegen, deren Amplituden viel 
grifser als die Kugelradien sind, da wir bei Kugelgruppen die Be- 
trachtung nie bis zur Grenzflache der einzelnen Kugeln ausdehnen 
kénnen. Dagegen miissen natitrlich die Pulsationen innerhalb 
engerer Grenzen begriffen sein. 


Vierter Abschnitt. 


Untersuchung eines beliebigen Stromes potentieller und 
solenoidaler Natur. 


51. Entwickelung nach raumlichen Kugelfunktionen. — Kehren 
wir nach diesen Betrachtungen allgemeiner Natur wieder zu der 
Frage von der explciten Darstellung der Fliissigkeitsbewegungen 
zuriick, um eine gréfsere Genauigkeit, als die Lésung 38 (a) giebt, 
zu erreichen. Diese Liésung war durch einfache Superposition der 
Lésungen fiir jede einzelne in ruhender Flissigkeit bewegte Kugel 
gefunden. Die grdfsere Genauigkeit erfordert die Beachtung des 
Umstandes, dals sich jede Kugel in dem Strome bewegt, welcher 
von dem Vorhandensein und der Bewegung der »—1 anderen 
Kugeln herriihrt. Um die Liésung vorzubereiten, werden wir erst 
einen beliebigen Strom Lapruacr’scher Natur betrachten. 

Das Potential des betrachteten Stromes, sei g. Entwickeln wir 


dieses g in der Umgebung eines Punktes a, b,c nach Potenzen von 
“£—a, yY—b, %—c, so ergiebt sich 


(a) P= Fo+tP tpt --- +H, +... 


Das Glied n** Ordnung dieser Entwickelung, P,> 1st ein homogenes 
Polynom #'" Grades in « — a, y —b, x — c, welches die Lapnace’sche 
Gleichung erfiillt, und welches deshalb nach der in 28 gegebenen 


Definition eine riumliche Kugelfunktion yom positiven Grade 
darstellt. 


ALLGEMEINES UBER DIE BEWEGUNG DES KUGELSYSTEMS. Al 


Das allgemeinste Polynom nt Grades hat 5 (2+ 2)(n + 1) Koeffi- 
cienten. Y"g, ist wieder ein homogenes Polynom, und zwar yom 
(7 — 2) Grad, also mit }(m—1) Koefficienten. Soll also v2, 
identisch verschwinden, so miissen alle diese Koefficienten gleich 
Null sein, welche Bedingung 4x(m— 1) Relationen zwischen den 
Koefficienten von @, giebt. Die Kugelfunktion y, kann also hichstens 
2n-+ 1 wesentliche Konstanten enthalten. 

Hs Jafst sich zeigen, dafs die Reihe (a) in Bezug auf Konvergenz 
sich den entsprechenden Entwickelungen der analytischen Funktionen 
in der Ebene analog verhilt. Die Reihe wird in allen Punkten 
innerhalb derjenigen Kugelfliche um das Entwickelungscentrum 
a,b,¢ konvergieren, deren Radius gleich der Entfernung von dem 
Entwickelungscentrum zu dem am nichsten liegenden singnliren 
Punkt der Funktion ist. Stellt nun @ ein reelles physikalisches 
Vektorfeld dar, so darf diese Funktion keinen singuliren Punkt in 
denjenigen Gebieten des Raumes haben, welche diesem reellen Felde 
angehéren. Die singularen Punkte von g, welche in der That immer 
vorkommen, diirfen also nur den analytischen Fortsetzungen von pp 
aufserhalb der Grenzflichen des durch gp dargestellten physikalischen 
Feldes angehéren. 

Stellt also qm beispielsweise das Geschwindigkeitsfeld in der 
Fliissigkeit dar, so wird die Konvergenz jedenfalls bestehen bis zur 
Berithrung der Kugel um a, d, ¢ mit den Grenzflichen der Fliissigkeit, 
das heifst, mit den Grenzflichen der in der Fliissigkeit schwimmenden 
fremden Korper. 

Sonst brauchen wir auf die Konvergenzuntersuchungen nie ge- 
nauer einzugehen, da wir nie die vollstiindigen Reihen verwenden 
werden, sondern nur die ersten Glieder derselben, indem wir immer 
solche Voraussetzungen machen, dafs eine rasche Konvergenz dieser 
ersten Glieder vorliegt. Wir richten unsere Aufmerksamkeit nur 
auf die Diskussion dieser Glieder, welche eine fiir uns geniigende 
angeniherte Darstellung des Potentialstromes geben. 


52. Das Parallelfeld. — Das konstante Glied g, der Ent- 


wickelung 51 (a) stellt keine Bewegung dar. 
Das erste zu beriicksichtigende Glied wird deshalb das lineire 
Glied oder die riiumliche Kugelfunktion ersten Grades, welche wir 


in der Form 
(a) ge = eo—o) Pay b\-- 7x —°) 


schreiben kinnen. Gehort dieses g, der Entwickelung 51(a) an, so 
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sind die Koefficienten ¢, (, 7 die ersten Ableitungen des Potentials 
im Punkte a, 4, ¢. 

Das Potential g, stellt dasselbe Feld dar, dem wir innerhalb 
der translatorisch bewegten Kugel begegnet sind. «@, f, 7 sind die 
Komponenten der iiberall im Felde gleichgerichteten und gleich 
grofsen Geschwindigkeit 6. Die Aquipotentialflachen g, = const. 
sind parallele Ebenen, die Richtungskosinus ihrer Normalen sind 
proportional zu ¢, f, 7. Die Stromlinien sind mit diesen Normalen 
identisch und bilden daher eine Schar von parallelen Geraden. Mit 
Riicksicht auf diesen Verlauf der Stromlinien kénnen wir dieses 
Feld als das Parallelfeld bezeichnen. 


Fig. 9. Parallelfeld. 


Die solenoidale Darstellung des Feldes durch eine Zeichnung 
in der Ebene kann auf verschiedene Arten geschehen, deren be- 
sonders zwei einfach und wichtig sind. 

Im einen Falle benutzen wir Vektorrdhren mit kongruenten 
rektangularen Querschnitten. Die Darstellung geschieht dann durch 
parallele iquidistante Geraden, deren Zwischenriume die Projektionen 
dieser Rihren auf der Ebene der Figur angeben. 

Im anderen, dem fiir uns wichtigeren Falle benutzten wir die 
Darstellung durch koaxiale Réhren, deren Schnittlinien mit einer 
Meridianebene gezeichnet werden (Fig. 9). Es ist die schon in der 
Figur 7 benutzte Darstellung des Feldes innerhalb der Kugel, wo 
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die Abstinde der einzelnen Geraden von der Achse sich wie die 
Quadratwurzeln der ganzen Zahlen verhalten. 


53. Das lineare Deformationsfeld. — Das nichstfolgende Glied 
der Entwickelung 51(a) ist die riumliche Kugelfunktion zweiten 
Grades, die wir in der Form 


Ee ae Hy (%—- a+b Ae (y— bP +47,(%—c)? 
+ fy (y—b)(%—-¢) + 7q(% —¢)(w—a) + &g(w@— a) (y—b) 


schreiben werden. Wenn g, als der Entwickelung 51 (a) angehérend 
betrachtet wird, sind die Koefficienten 4, Bs, 7) By, Yay ap die 
sechs Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion » im Punkte a, J, ¢. 
Die Befriedigung der Lapnacr’schen Gleichung fordert, dals die 
Summe der Koefficienten der quadratischen Glieder verschwindet: 


(a’) tha + Ppt yy =" 0. 


Wir bemerken noch, dafs wir gelegentlich aus Symmetrieriicksichten 
die Koefficienten der rektangularen Glieder 7, @,, /, schreiben 
werden, so dafs wir identisch 


(a) By == Bs Ya = Gy, dg = On 
haben. 


Die ebenen Aquipotentialflaichen des vorhergehenden Feldes 
sind jetzt durch die Flachen zweiten Grades 


Y, = const. 


ersetzt. Simtliche Flichen haben das Feldcentrum a,b,¢ als Mittel- 
punkt und aufserdem gemeinschaftliche Achsenrichtungen. Wegen 
der Relation (a’) miissen weiter simtliche Flichen hyperbolisch sein, 
und folglich den Kegel 


Pp, = 9 
als gemeinschaftlichen Asymptotenkegel haben. Dieser Kegel trennt 


die Gegenden positiven Potentials von den Gegenden negativen 
Potentials und die zweimanteligen Hyperboloiden von den ein- 


manteligen. 
Der senkrecht zu diesen Hyperboloiden verlaufende Strom stellt 


gewissermafsen die einfachste typische Fliissigkeitsbewegung dar, 
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welche nur fliissige und nicht starre Kérper annehmen kénnen, weil 
das bewegte materielle Kontinuum dadurch seine Form verindert. 
Wir werden dieses Feld das Deformationsfeld nennen, oder spezieller 
das lineare Deformationsfeld, da die Geschwindigkeitskomponenten 
als lineare Funktionen der Koordinaten auftreten. Die Achsen des 
Hyperboloidsystems sollen Hauptdeformationsachsen und die je zwei 
solche Achsen enthaltenden Ebenen die Hauptdeformationsebenen 
heifsen. 

Wihlen wir diese Achsen zu Koordinatenachsen, so werden die 
rektanguliren Glieder in (a) verschwinden, und wenn wir gleich- 
zeitig a = b = c = O setzen, so reduciert sich der Ausdruck des 
Potentials auf die Form 


(b) G. = $(b, 2? + dy? + 0, x4), 
wo fortwihrend 


(b)) 6, +0, +0, = 0. 


54. Die Geschwindigkeitsverteilung im Deformationsfelde. — 
Die rechtwinkligen Geschwindigkeitskomponenten im Deformations- 
felde sind lineare Funktionen der Koordinaten, namlich 


0M. : : é 
oe = &,(%— a) + dg(y— b) + a, (% —e) 
0 : ; : 

(a) dy ~ Bale —a) + Baly — 5) + By (% —@) 
02 


Gn = Fal@— 4) + Holy —0) + 7,( 9), 


wo die Relationen 58(a”) zu beachten sind. Wenn die Haupt- 
deformationsachsen als Koordinatenachsen gewiihlt sind, ergiebt sich 
einfacher 
dg Z a : 

b LED oS Lee, CR ee: 
(d) Ox 0, 2, Oy a 05 Ys Ox 03%. 
Die rechtwinkligen Geschwindigkeitskomponenten nehmen also pro- 
portional dem Abstande von den Hauptdeformationsebenen zu. Die 
Geschwindigkeitsverteilung der 2-Komponenten ist in der Figur 10 
dargestellt. In Ebenen senkrecht zur x-Achse, welche sich im Ab- 
stande Kins voneinander befinden, unterscheiden sich die a-Kompo- 
nen s . . aus ~ . 
iv ten der Geschwindigkeit um den Betrag 0,, und materielle 

mien, parallel zur #-Richtung, haben eine Ausdehnungsgeschwindig- 
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keit mit den Betrag 0, pro Lingeneinheit. Wegen der Relation 53 (b’) 
muls unter den drei linearen Ausdehnungsgeschwindigkeiten eine 
das entgegengesetzte Vorzeichen wie die beiden anderen haben und 
gleichzeitig die numerisch gréfste sein, sofern nicht eine der anderen 
gleich Null ist. Es sei 0, diese durch das Vorzeichen yon den 
beiden anderen verschiedene Ausdehnungsgeschwindigkeit; d, und 0, 
kénnen untereinander gleich oder ungleich sein, es sei im letzteren 
Falle 0, die kleinere. Wir kiénnen dann fiir die Zahlenwerte 


O; = Oy = Og 


annehmen. 
San | haw, — — ® — — — =< 
<— <— <_ <_ ° > — ae — 
<_< <— — <_ ° > — — — 
+ — x <_ e > — —s ——- 
<—S— <_— a < ° > —_> _—_ ot 
—_ <— <_— <_ . a — —_— — 
——- <— <— < ° > —_> — — 


Fig. 10. Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente im 
Deformationsfelde. 


Die Gleichungen (a) beschreiben dieselbe Bewegung, aber in 
weniger iibersichtlicher Weise. Dabei stellen @,, fg, 7, genau 


wie 0 On ),, lineare Ausdehnungsgeschwindigkeiten dar, wiihrend 


j . . 
cp, y, 6, Verschiebungs- oder Gleitungsgeschwindigkeiten bedeuten. 
Wir werden alle diese Gréfsen unter der Bezeichnung deformative 


Geschwindigkeiten zusammenfassen. 


55. Die Stromlinien im Deformationsfelde. — Setzen wir die 
Geschwindigkeitskomponenten 54(b) in die allgemeinen Differential- 
eleichungen 2(a) der Vektorkurven ein, so giebt eine einfache 
Integration als Gleichungen der Vektorkurven 


1 1 i 
af = @F- 
(a) VL YN Hi : 


wobei man sich an der Relation 53(b’) zu erinnern hat. 
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Betrachten wir erst den Specialfall, dafs eine der deformativen 
Geschwindigkeiten, 0,, gleich Null ist. Es wird dann 0, = — 0, = 0: 
Das Potential der Bewegung wird 


(b) f, = $O(a? —y?). 


Die ganze Bewegung wird dann in Ebenen parallel zur «y-Ebene 
verlaufen, und die Gleichungen (a) reducieren sich auf 


(b’) xy = const., 


welches gleichschenklige Hyperbeln mit den Koordinatenachsen als 
Asymptoten darstellt. 

Im allgemeinen Falle, wo keine der Grifsen 6,, 0,, 03 gleich 
Null ist, betrachten wir erst die Projektionen der Kurven auf die 
ay- und die «x-Ebene. Die Gleichungen derselben erhalten die 
Formen 


1 1 1 
(c) Biey ch Const, v6..% %& = const. 


Da nach unserer Voraussetzung 0, das entgegengesetzte Vorzeichen 
von 0, und 0, hat, so haben alle hier auftretenden Exponenten 
gleiche Vorzeichen. x =0 giebt also y=%=0oo, und y=x=0 
giebt 2 = 0. Diese Projektionen der Kurven sind deshalb hyper- 
bolischer Natur mit den Koordinatenachsen x und y, beziehungs- 
weise « und x als Asymptoten. 


Die Projektionen der Kurven auf die yx-Ebene werden 


(c’) ig (=) 3s 
Yo Xo 


Der Exponent rechts ist immer eine positive Gréfse, da 5, und Og 
gleiches Vorzeichen haben. Man schliefst, dafs y = 0, x = 0 giebt. 
Alle Kurven gehen also durch den Anfangspunkt der Koordinaten. 


Ist 0, = 0, so reducieren sich diese Projektionen auf gerade 
Linien: 


(c”) Y= = 
Wegen der Relation 58 (b’) werden dann 6, = 6, = —36,. Das 
Potential wird 


) G_ = $5{0?—E(y? + 24)}. 
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Das Feld ist dann ein Umdrehungsfeld um die 2-Achse. Die Strom- 
linien liegen in den Meridianebenen (c”), und die Gleichungen der- 
selben in einer beliebigen Meridianebene werden 


(d’) 2y >= Const, , 
welches unsymmetrische Hyperbeln darstellt, die sich rascher der 
y-Achse als der a-Achse nihern. 

Ist dagegen 0, von 0, verschieden, so stellt (c’) Kurven para- 
bolischer Form dar. Nehmen wir besonders an, dafs Oy numerisch 
grofser als Og ist, so wird die y-Achse die Achse der Parabeln, und 
im Specialfalle 6, = 20, liegen gewdhnliche Parabeln zweiten Grades 
vor. Fiir 0, = 0 arten die Parablen in gerade Linien parallel zur 
y-Achse aus, und wir kommen zu dem Falle der ebenen Bewegung 
zuriick. 

Der allgemeine Verlauf der Kurven lafst sich nach diesen Uber- 
legungen in folgender Weise beschreiben: Die Kurven verlaufen 
asymptotisch zur Achse der gréfsten linearen Dilatation oder Kon- 
traktion 0, und zur Ebene der beiden kleineren Dilatationen 0, 
und 0,. Dabei bilden ihre Projektionen auf die letztere Ebene 
parabolische Kurven, mit der Achse der mittleren Dilatation oder 
Kontraktion 0, als Parabelachse. 


56. Solenoidale Darstellung des Feldes. — In zwei Fallen lafst 
sich das Feld in einfacher Weise durch eine Zeichnung in der 
Ebene darstellen, nimlich wenn die Bewegung in parallelen Ebenen 
verlauft, und wenn das Feld um eine Achse symmetrisch ist. 

Im ersten Falle hat das Potential die Form 55(b) oder nach 
Einfiihren von Polarkoordinaten die Form 


(a) P, = }Or?(2cos?6 —1) = $07? cos 20. 
Die Gerade gy, = 0 wird durch die Gleichung cos26, = 0 oder 
Oe ; dargestellt. Die Vektorkomponente lings der Richtung 6 ist 


ae — —drsin20 


D> 


~ 


und hat also in den Punkten der Geraden cos20, = 0 den Zahlen- 
wert Or. Der Flufs durch ein Linienelement dr dieser Geraden 
wird drdr, und der totale Flufs durch die Linge r derselben wird 
den Wert 

(b) F=16r 
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erhalten. Rohren oder Bander gleichen Flusses werden also von 
Hyperbeln begrenzt, deren Scheitel die Abstiinde 


pVig  pV2a 8 Mien Pree 


vom Mittelpunkte des Feldes haben, wo 


as Ve 
és 5; 
ist. Diese Hyperbeln sind in der Figur 11 gezeichnet. 
Im Falle des Umdrehungsfeldes nimmt das Potential des De- 


Fig, 11. Deformationsfeld, bei dem der Strom in parallelen 
Ebenen verliuft. 


formationsfeldes die Form 55(d) an, oder nach Kinfithrung von 
Polarkoordinaten 


(c) P, = $672 (4 00876 — 4). 
Der Kegel gw, = 0 wird durch die Gleichung 


1 ; a 
(d) cos 0, = ie oder tgd, = V2 


gegeben, ein Kegel, welchem wir schon frither begegnet sind, 31(c). 
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Die Vektorkomponente lings der Richtung der Meridiankreise er- 
halt in diesem Falle den Wert 


—a, = — dorsinOcosé, 


und hat also in den Punkten des Kegels (d) den Zahlenwert 


Mieraus findet man leicht den Flufs durch denjenigen Teil des 
Kegelmantels, welcher innerhalb des Abstandes 7 yon dem Scheitel 


I 


Fig. 12. Meridianschnitt durch ein Deformationsfeld, das gleichzeitig 
Umdrehungsfeld ist. 


liegt. Dieser Teil des Kegelmantels wird durch einen Kreis mit dem 
Radius rsin@, = rV2 begrenzt. Ein unendlich schmaler Ring des 
Mantels hat die Fliche 22/2rdr. Der elementiire Flufs wird 


2m §e2dr, 
3 


also der ganze Flufs 

27 
TY = — 
(e) iy: 


Ors. 
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Die Radien, welche Stromréhren mit dem Flufs Kins geben, werden 
also die Werte 


ope 


om 3 
pV i, py2, O35 ee eV tee a 


= "3/3 
ery ond 


Nach diesen Zahlen bestimmt man die Schnittpunkte der in der 
Meridianebene zu zeichnenden Kurven mit der Geraden (d). Die 
Kurven selbst lassen sich nach der Gleichung 55(d’) durch eine 
einfache Linealkonstruktion finden. Sind 2 und y, die Koordinaten 
desjenigen Punktes der Geraden (d), durch welchen die Kurven 
passieren sollen, so findet man das einem gegebenen y entsprechende « 
durch zwei nacheinander folgende Proportionalitiitskonstruktionen 
im Anschlufs an die Gleichung 


haben, wo 


Yo Yo. 


c= 2 . 
Oy y 


Die Figur 12 stellt ein in dieser Weise gefundenes Kurven- 
system in einer Meridianebene dar, welches bei Rotation um die 
horizontale Symmetrieachse Réhren gleichen Flusses erzeugt. 


57. Reciproke Relationen zwischen den Geschwindigkeiten in 
zwei Punkten des Deformationsfeldes. — Wir wollen jetzt die Ge- 
schwindigkeiten in zwei Punkten a, y,, %) und z,, y,, x, des Deforma- 
tionsfeldes vergleichen. Die rechtwinkligen Komponenten derselben 
werden, wenn wir die Hauptdeformationsachsen als Koordinaten- 
achsen benutzen 


Og Hg Se = a 

(52 Ps dO; Xp» | da}, 0; &, 
Op aS 0 . 
(52) = 934% é al = 03% 
Oy oe Sa Oy ee 
(52), = 4m» (5), = Sym. 


Multiplicieren wir die ersten drei Gleichungen mit Sia Yi ga BALIC 
zweiten drei Gleichungen mit 2, y), x) und addieren, so ergiebt sich 


32) ie any op Oy ap 
(oe),% + (35), + (38), = (58), va + (agi) + (5) 
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Nennen wir die Resultantgeschwindigkeiten in den beiden Punkten 
g, und g,, die Vektorradien dieser Punkte r, und 7, und die Winkel 
des einen Radius Vektor mit der anderen Geschwindigkeit g,, 7, 
und g,,7), so lifst sich diese Relation 


(a) Jo 7 COS (Jos) = 9% COS (90) 
schreiben. 

Specialisieren wir durch die Annahme r, = r,, so dafs wir 
Geschwindigkeiten in gleichem Abstand vom Feldcentrum vergleichen, 
so wird die Relation 


(b) Jp COS (Jy 7) = 9, COS(G,,7)- 


Drehen wir jetzt den Radiusvektor r,, so andert sich auf der linken 
Seite nur der eine Faktor cos(g,,r,), auf der rechten dagegen beide 
Faktoren g, und cos(g,,7r,). Die linke Seite passiert durch ein Maxi- 
mum, wenn der Winkel (g,,7,) gleich Null ist, und die Gleichung 
also die Form 


(c) Io = 9,008 (9,57) 


hat. In diesem Falle mufs auch die rechte Seite ein Maximum haben, 
und wir finden das Resultat: 

Der geometrische Ort derjenigen Punkte, fiir welche die Geschwindig- 
keit g, die gro/ste Projektion auf einen gegebenen Radiusvektor 1, hat, 
ist derjenige Radiusvektor r,, welcher parallel xur Richtung der Ge- 
schwindigkeit gy rst. 


58. Zusammengesetztes Parallel- und Deformationsfeld. — Wir 
betrachten jetzt das zusammengesetzte Feld, dessen Potential 


(a) PG Sp AP, 


durch Superposition der Potentiale des Parallelfeldes und des 
Deformationsfeldes entsteht. 

Die Aquipotentialflachen g = const. sind in diesem Falle noch 
Flichen zweiten Grades, genau wie im einfachen Deformationsfeld. 
Nur werden sie nicht mehr ihren Mittelpunkt im Entwickelungs- 
centrum a, },c haben, da in der Gleichung der Flichen auch lineare 
Glieder vorkommen. Das zusammengesetzte Parallel- und Defor- 
mationsfeld (a) wird also mit einem Teile des einfachen Deformations- 
feldes 58(a) identisch sein, welcher mit passender Begrenzung 
6 
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und in passendem Abstand von dem Deformationscentrum aus- 
geschnitten wird. 

Betrachten wir besonders zwei typische, fir uns im folgenden 
wichtige Specialfille. . 

Am weitesten links in der Fig. 12 haben die Stromlinien den 
in Fig. 13 wiedergegebenen Verlauf. Man hat hier eine centrale 
gerade Stromlinie, welche von schwach gekriimmten, voneinander 
divergierenden Stromlinien umgeben ist. Die Stromintensitét nimmt 
ab mit zunehmendem Abstand der Stromlinien voneinander, so dals 
der divergierende Strom auch als ein Strom bezeichnet werden kann, 
dessen Intensitiit in der Richtung des Stromes abnimmt. Durch Ver- 
inderung des Vorzeichens erhalten wir einen konyergierenden Strom, 
dessen Intensitit in der Stromrichtung zunimmt. 


Fig. 13. Divergierender Strom. 


Man iiberzeugt sich leicht, dafs man dieses Bild eines diver- 
gierenden Stromes erhilt, wenn man die Fig. 9 und 12 mit zusammen- 
fallenden Rotationsachsen aufeinander legt, und die Superpositions- 
konstruktion ausfithrt. Noch allgemeiner erhailt man einen Strom 
mit einer centralen geraden Stromlinie, welche von-schwach ge- 
krimmten divergierenden oder konvergierenden Stromlinien umgeben 
ist, indem man ein Parallelfeld und ein Deformationsfeld in solcher 
Weise superponiert, dals eine der Hauptdeformationsachsen mit einer 
Stromlinie des Parallelfeldes zusammenfiallt. 

Betrachten wir andererseits ein Gebiet aus der Fig. 11, welches 
symmetrisch zur Halbierungslinie eines der vier Quadranten der 
Figur liegt, so finden wir ein Strombild wie Fig. 14. Die Strom- 
linien sind alle nach derselben Seite und ungefiihr gleich stark ge- 
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kriimmt, so dafs sie angenihert parallel verlaufen. Die Strom- 
intensitit veriindert sich deshalb nicht mehr, wie im vorhergehenden 
Falle, lings der Stromrichtung, sondern in der Richtung senkrecht 
za den Stromlinien, und zwar ist die Stromintensitiit, wie aus den 
Kigenschaften des einfachen Deformationsfeldes ersichtlich, am grifsten 
auf der konkaven Seite der Kurven. 

Diesen gekriimmten Strom erhilt man durch die Superpositions- 
konstruktion, wenn man auf die Aquidistant gezeichneten Stromlinien 
des Parallelfeldes die Fig. 11 in solcher Weise legt, dafs die Haupt- 
deformationsachsen einen Winkel von 45° mit den Geraden des 
Parallelfeldes bilden. 

Nach dieser Betrachtung zweier einfacher Grenzfille erkennt 
man leicht, dafs, wenn man in beliebiger Weise ein Deformations- 


Fig. 14. Gekriimmter Strom. 


feld einem Parallelfeld superponiert, im allgemeinen ein Feld ent- 
steht, das gleichzeitig gekriimmte und divergierende Stromlinien hat, 
und dessen Intensitit in einer zum Strom schiefen Richtung sich indert. 


59. Die Darstellung eines beliebigen Potentialstromes durch eine 
Entwickelung nach raumlichen Kugelfunktionen. — Man wird aus 
den eben angestellten Betrachtungen ersehen, wie man durch Super- 
position eines Parallel- und Deformationsfeldes ganz beliebige Ge- 
biete eines beliebigen potentiellen Stromfeldes angenihert darstellen 
kann, vorausgesetzt, dafs diese Gebiete hinlinglich klein sind. 

Ein beliebiges Stiick des Radialfeldes Fig. 1, welches eine 
volumindernde Kugel umgiebt, wird man durch ein zusammengesetztes 
Parallel- und Deformationsfeld von dem in Fig. 13 gegebenen Typus 

6* 
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darstellen kénnen. Ein Stiick des die verlingerte Achse der fort- 
schreitenden Kugel Fig. 7 umgebenden Feldes wird durch dasselbe 
Feld Fig. 13 angenihert dargestellt. In ahnlicher Weise wird das 
gekriimmte Feld der Fig. 14 zur Darstellung des Stromes in einem 
begrenzten Gebiet, dessen Mittelpunkt auf der verlangerten Aquatorial- 
ebene der fortschreitenden Kugel liegt, dienen. Durch andere 
Zusammensetzungen von Parallel- und Deformationsfeldern erreicht 
man die angeniherte Darstellung beliebiger anderer Teile der durch 
die Fig. 1, 2, 3, 7, 8 dargestellten Felder oder der mehr zusammen- 
gesetzten, die durch beliebig viele Kugeln erzeugt werden kénnen. 
In der Umgebung der neutralen Punkte der Fig. 2 und 8 wird dabei 
nur das Deformationsfeld zur Verwendung kommen. 

Zu dieser angeniherten Darstellung begrenzter Teile des ge- 
gebenen Stromes gelangt man also immer einfach in der Weise, dafs 
man das gegebene Potential gm des Stromes nach Tayior’s Theorem 
in der Umgebung eines gewihlten Punktes a, b, c entwickelt, und die 
Gleder dritter und héherer Ordnung vernachlissigt. 

Noch genaueren Anschlufs an das gegebene Feld wird man 
erhalten kénnen, wenn man in der Reihe 51 (a) das Glied g, und die 
folgenden héheren Glieder mitnimmt. Die Felder, die durch diese 
riumlichen Kugelfunktionen dritten und héheren Grades dargestellt 
werden, oder die héheren Deformationsfelder, wie wir sie nennen 
werden, lassen sich genau wie das lineare Deformationsfeld diskutieren, 
und zeigen Kigenschaften, welche an diejenigen dieses Feldes er- 
innern, Wir werden aber diese Diskussionen nicht durchfiihren, da 
wir im folgenden diese Felder nie in expliciter Rechnung be- 
riicksichtigen brauchen. 


Fiinfter Abschnitt. 


Allgemeinstes Aktionspotential einer Kugel. 


60. Definitionseigenschaften der raumlichen Kugelfunktionen. 
— Wir sind oben zwei Klassen von riumlichen Kugelfunktionen 
begegnet, denjenigen positiven und denjenigen negativen Grades. Kine 
Kugelfunktion yom ganzen positiven Grade war einfach ein ho- 
mogenes Polynom n Grades in a—a, y—b, »—e und mit 2n+ 1 
wesentlichen Konstanten (51). Die Kugelfunktion vom negativen 
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Grade —(n+1) konnte durch n-malige axiale Differentiation des 
reciproken Abstandes gebildet werden, und hatte sonst die Form 
eines homogenen Polynoms vom nx" Grade mit 2n-+ 1 wesent- 
lichen Konstanten, welches mit r-(?"+1) multipliciert war (28). 

In beiden Fallen begegnen wir also einem Polynom vom posi- 
tiven Grade n mit 2% +1 Konstanten. Wir werden » die gemein- 
schaftliche Ordnungszahl dieser Funktionen nennen, welche die 
voneinander verschiedenen Grade » und —(n-+ 1) haben. Eine 
‘ufsere Verwandtschaft der Kugelfunktionen gleicher Ordnung, aber 
verschiedenen Grades, tritt also sofort zu Tage. Hin allgemeiner 
Satz wird uns bald gestatten, eine konstitutive Verwandtschaft unter 
Kugelfunktionen gleicher Ordnung, aber verschiedenen Grades nach- 
zuweisen, auf welcher die Anwendungen, die wir von diesen Funk- 
ionen machen werden, beruhen. Dieser Satz wird leicht aus den 
allgemeinen Definitionseigenschaften dieser Funktionen folgen. 

Nach der schon angefiihrten Definition einer riumlichen Kugel- 
funktion als einer homogenen Liésung der Lapnacr’schen Gleichung 
mufs jede solche Funktion gleichzeitig die Kunmr’sche Gleichung 
fiir homogene Funktionen und die Lapiace’sche Gleichung erfiillen. 
Kine Kugelfunktion des Grades m lafst sich also definieren als eine 
Funktion, welche gleichzeitig die beiden Gleichungen 


O Pn 0 @n 0 Pn Pith os Pee: 
(a) ya a ae le eae ce) = 2G, 
(b) Se Dia 


erfillt, und aus diesen Gleichungen mufs man alle ihre Higenschaften 
ableiten kénnen. 


61. Korrespondierende raumliche Kugelfunktionen. — Bemerken 
wir erst, dafs die partiellen Ableitungen einer Potenz des Abstands- 
ausdruckes + die Werte 


m ™ ee ra) m =o : 
(a) a = mr” *(2—a), aon = mr" (yb), a = mr" ~ (x—e) 
x q , 


haben, so finden wir durch neue Differentiation dieser Gleichungen 
nach a, y, * und Addition 


(b) vert = (m+1)mr"" 


Weiter sicht man unmittelbar, dafs das V7? eines Produktes von 
zwei Funktionen mw und wy die Form 
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Vow = pv pteviy 


(c) ie Sy (LO OV sie x} 


hat. Substituieren wir in dieser Gleichung 


(d) y= Cr", ~ =r» 


wo © eine beliebige Konstante ist und g, eine raumliche Kugel- 
funktion n Grades ist, wobei » positiv oder negativ sein kann, 
so findet man sofort den Wert der ersten Zeile von (c), da V7’, = 9, 
und da v2" durch (b) gegeben ist. In der zweiten Zeile von (c) 
substituiert man (a), und beniitzt die Eigenschaft 60 (a), welche ¢, 
als homogene Funktion des n” Grades besitzt. Es ergiebt sich dann 


V?0r" go, = Cm(m+1+2 n\n? Py 
Der Ausdruck rechts verschwindet identisch in zwei Fallen: erstens, 
wenn m = 0, was zu dem Ausgangspunkte zuriickfiihrt, dals ¢, 
eine Lésung der Lapnacer’schen Gleichung ist; dann zweitens, wenn 


m= —(2n+1). 
Folglich besteht die Gleichung 
(e) 7. Crete eal, 


Das Produkt Cr-@"™+Dq@, ist also eine Liésung der Lapnuace’schen 
Gleichung, und da es zugleich homogen vom Grade — (n+ 1) ist 
stellt es eine riumliche Kugelfunktion vom Grade —(n-+ 1) dar: 


(f) © ont) = Cyn early bs 


Wir finden also das folgende Resultat: 


Aus einer riéwmlichen Kugelfunktion n° Grades kann man durch 
Multiplikation mit r-@"+) und einer beliebigen Konstanten eine neue 
Kugelfunktion vom Grade — (n+ 1) bilden. 

Wenden wir dieses Prinzip auf die allgemeinste Kugelfunktion 
vom positiven Grade m an, also auf das Polynom y,, so kommen 
wir zu der polaren Kugelfunktion P _ tnt)" Wenden wir nachher 
das Prinzip auf diese polare Kugelfunktion an, so kommen wir zu 
eier Funktion von dem positiven Grade » zuriick, welche sich 


héchstens um einen konstanten Faktor von dem Polynom y, unter- 
scheiden kann. 
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Die in dieser Weise ineinander iiberfithrbaren riumlichen Kugel- 
funktionen, die, wie man sieht, immer gleicher Ordnung sind, werden 
wir korrespondierende Kugelfunktionen nennen. 


62. Solenoidal und potentiell korrespondierende Kugelfunktionen. 
— Es stelle gw, ein Vektorfeld auf der einen, und Pingy out 
der anderen Seite einer Kugelfliche mit dem Radius d um den 
Punkt a,b,¢ dar. 

Wahlt man in der Formel 61(f) @ = d°"*', so erhiilt man die 
beiden genauer bestimmten korrespondierenden Kugelfunktionen 


qpntl 
(a) Pn und P—m4t) ~ T3n¢i Pn? 

welche an der Kugelfliche » = d identisch dieselben Werte haben. 
An der Grenzfliche wird dann die potentielle Grenzflichenbedingung 
(9) erfillt, und wir kénnen daher die beiden Funktionen (a) potentiell 
korrespondierend nennen. 

Andererseits bemerken wir, dafs die Vektorkomponente in der 
Richtung des Radiusvektor im Felde einer Kugelfunktion », den 
oe a) 0 0 0 

ba in DO n ¥—b n %~—C 
(b) a Pe Mois ee r 


hat, welcher nach Umformung der rechten Seite, unter Benutzung 
der Homogenitiitseigenschaft 60(a), die Form 

0 Pn 
© =F 


Or yn 
annimmt. 


Die Vektorkomponenten normal zur Kugelfliche r= d in den 
Vektorfeldern der korrespondierenden Kugelfunktionen @, und _,,,,4) 


werden also 
n mei 
(d) ‘ad Pn und 75 wi PoGeD : 


Ersetzen Wir _¢q41) durch den Ausdruck 61(f) und verlangen 
Identitit der Normalkomponenten, so finden wir 


is ” pa 
nm+1 


© oe 


Die korrespondierenden Kugelfunktionen 


q2nti 
(f) Pn und f _ (n+) ae se mei pentl Pr 
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stellen also Vektorfelder dar, welche an der Grenzfliche r =d ein- 
ander solenoidal fortsetzen, und wir kénnen deshalb die Funktionen (f) 
solenoidal korrespondierend nennen. 


63. Allgemeinstes Aktionspotential einer Kugel. — Das Potential 
g der gegebenen Bewegung im Innern der Kugel, auf welchem die 
Bewegungserscheinung in der Fliissigkeit beruht, werden wir im 
folgenden das innere Aktionspotential der Kugel nennen. Das 
Potential g der anschliefsenden Bewegung im &ufseren Raume soll 
das iufsere Aktionspotential der Kugel heifsen. 

Das innere Aktionspotential haben wir bisher im allgemeinsten 
Falle von der Form 35(a) vorausgesetzt, so dafs die Bewegung im 
Innern der Kugel aus einer homogenen Expansion und einer Trans- 
lation zusammengesetzt war. Von den Potentialen dieser beiden 
Partialbewegungen war dasjenige der Expansion 18 (a) keine Kugel- 
funktion, withrend dasjenige der Translation 30(a,) eine réumliche 
Kugelfunktion ersten Grades war. 

Ehe wir das Problem von der Bewegung einer Kugel mit dem 
inneren Aktionspotential 35(a) in einem Strome behandeln, ist es 
zweckmiifsig, erst den Fall zu betrachten, dafs das innere Aktions- 
potential durch die allgemeine Entwickelung 


BY 
(a) ®, = —$5d4+0,40,4....0, 4... 


gegeben ist, wo also das erste Glied das Expansionsfeld, das zweite 
das Translationsfeld, und die folgenden die Kugelfunktionsfelder der 
nacheinander folgenden Ordnungen darstellen. 

Nur die zwei ersten Glieder, die wir schon friiher betrachtet 
haben, lassen sich durch die vier Koordinaten der Kugel a,, b,, o,, d, 
und die entsprechenden vier Geschwindigkeitskomponenten ausdriicken, 
und lassen deshalb wihrend der Bewegung die Kugelform unver- 
andert. Die allgemeine Bewegung (a) ist also eine solche, bei 
welcher die Kugelform nicht erhalten bleiben kann. Wir betrachten 
deshalb nur den Zeitpunkt, wo der Kérper, welcher die Bewegung (a) 
hat, durch die Kugelform passiert, und fragen nach der anschliefsen- 
den Bewegung in der umgebenden Fliissigkeit. 

Das Prinzip von den solenoidal korrespondierenden Kugel- 
funktionen gestattet sofort das Potential dieser Bewegung aufzu- 
stellen, denn in der Reihe 


Ras 5 1 
(b) 9, = ~~ d-350 —2 2 0, — emule 
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bildet jedes Glied die solenoidale Fortsetzung des entsprechenden 
Gliedes der Reihe (a). 
Bewegt sich der Kérper unter Erhaltung der Kugelform, so 


reduciert sich diese Reihe auf die frither betrachteten zwei ersten 
Glieder. 


64. Deformationsbewegung der Kugel. — Die beiden ersten 
Glieder der obigen Reihen haben wir schon diskutiert. Das erste 
Glied beider Reihen entsprach dem Falle einer inneren Expansions- 
bewegung und eines fufseren Radialstromes (Fig. 1). Das zweite 
Glied entsprach dem Falle einer inneren Translationsbewegung und 
des entsprechenden Stromes, welche durch die Figur 7 dargestellt 
sind. Betrachten wir jetzt den Fall, dals sich die ganze Bewegung 
innerhalb der Kugel auf die durch das dritte Glied der Reihe 63 (a) 
dargestellte reduciert, so dafs die Bewegung innerhalb und aulfser- 
halb der Kugel durch die Potentiale 


(a) p= w,, a eg 
dargestellt wird. 

(b, stellt ein Deformationsfeld innerhalb des Kérpers dar, und 
g die anschliefsende Bewegung im dufseren Raume im Augenblick, 
wo der Kérper durch die Kugelform passiert. Beschranken wir uns 
auf den Fall, dafs dieses Deformationsfeld ein Rotationsfeld ist, 
so kénnen wir auch ®, in der Form 56 (c) 
(b) @, = 10r?(2cos? 6 — 4) 


4 


schreiben, welches durch die Stromréhren der Figur 12 dargestellt 
ist. Das entsprechende Aufsere Feld wird durch das Potential 


(0) yp = —45% (}c0s’0 — 4) 


gegeben. Bildet man die Vektorkomponenten lings Radiusvektor und 
Meridian, setzt sie in die auf Polarkoordinaten transformierte Difle- 
rentialgleichung der Vektorkurven 29(b) ein und integriert, so findet 
man als Gleichung der Vektorkurven 


(d) r? = K?*sin?6 cos 0. 


Diese Kurven lassen sich, wie die entsprechenden im inneren 
Raume, in sehr zweckmiifsiger Weise mit Hilfe von Lineal und 
Zirkel konstruieren. Man fiihrt dann die doppelten Winkel ein, 
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r? = K?sin sin 20, 
und schreibt diese Gleichung in der Form 
K:r = r:KsinOsin26. | 


Zur Konstruktion dienen zwei feste Kreise, einer mit dem Feld- 
centrum als Mittelpunkt und dem Radius K, und einer, der durch 
durch das Feldcentrum geht, seinen Mittelpunkt auf der Rotations- 
achse OX und K als Diameter hat. Der beliebig gewihlte Winkel 6 
wird von beiden Schenkeln des rechten Winkels X OY aus abge- 
tragen, so dafs zwischen den Schenkeln dieser beiden Winkel der 


Winkel AO4 = os — 26 entsteht. Die Projektion von OA auf 


OA’ giebt dann OB= Ksin26, die Projektion dieser Linie auf OX 
giebt KsinOsin26. Die zu dieser 
Projektion benutzte Perpendikulire 
auf OX schneidet den kleineren 
Hilfszirkel in Punkt ©, so dals 
OC =r die gesuchte dritte Pro- 
portionale zu den Liangen K und 
Ksin@sin26 wird. Diese wird 
schhelfslich auf OA abgetragen. 
Die in der Figur punktierte ge- 
brochene Linie 4 BCD fihrt also 
zu dem gesuchten Kurvenpunkte 
D. Die Linien OA und O4 
Fig. 15. kénnen noch zur Aufsuchung eines 
zweiten Punktes der Kurve dienen, 
indem man in ganz entsprechender Weise die gebrochene Linie 
A’ BY C' D' zeichnet. 

Wegen der Symmetrie braucht man nur die Kurve in einem 
Quadranten zu konstruieren, und wegen der Ahnlichkeit aller Kurven 
unter sich findet man eine beliebige neue Kurve durch proportionale 
Verlingerung aller Vektorradien. 


Ist erst das Deformationsfeld im Innern der Kugel gezeichnet, 
so findet man durch Umkehrung der angegebenen Konstruktion 
das K einer Kurve im aufseren Raume, welche eine gegebene Kurve 
im inneren Raume fortsetzt. Man kann auch leicht diese K durch 
Berechnung des Vektorflusses durch den Kegel » = 0 oder tg 0 = y2 
finden. Dabei ergiebt sich besonders, dals die Kurven die Gerade 
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ted = V2 in Abstinden von dem Feldcentrum schneiden, die sich 
wie die Zahlen 


au Oa 
VV ve ea 
verhalten. 

Man kommt in dieser Weise zu der Figur 16, welche die De- 
formationsbewegung der Kugel und die anschliefsende Bewegung 
der Fliissigkeit durch Vektorréhren darstellt. Die Roéhren werden 
erzeugt, wenn die Figur um die horizontale Symmetrieachse rotiert. 
Setzt sich die Bewegung fort, so wird die Kugel ellipsoidische Form 


Fig. 16. Feld einer Kugel mit Deformationsbewegung, 


annehmen, und die Darstellung ist nur streng giiltig im Augenblicke, 
wo das Ellipsoid durch die Kugelform hindurchgeht. Besteht aber 
die Bewegung in kleinen Schwingungen des Ellipsoids um die Kugel- 
form, so wird die Figur eine Darstellung der Bewegung geben, die 
um so genauer ist, je kleinere Amplituden die Schwingungen haben. 

In ihbnlicher Weise kann man die héheren Glieder im Aus- 
drucke des allgemeinsten Aktionspotentials einer Kugel diskutieren. 
Wir gehen aber darauf nicht ein, da dieselben in unsere expliciten 
Rechnungen nie eingehen werden. 
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Sechster Abschnitt. 


Allgemeinstes Reaktionspotential einer Kugel. Eine Kugel 
in einem beliebigen Strome. 


65. Allgemeinstes Reaktionspotential einer Kugel. — Das Poten- 
tial eines gegebenen Stromes sei p,; wir entwickeln dasselbe nach 
riumlichen Kugelfunktionen positiven Grades in der Umgebung 
der Stelle g: 


(2) Py = Pot Grit Pot +--+ TPrt :: 


Denken wir uns dann eine Kugel gegeben in urspriinglich 
ruhender Fliissigkeit, und mit einer inneren Bewegung, welche der 
Bewegung (a) entgegengesetzt gleich ist, so hat diese Kugel das 
innere Aktionspotential 


(b) — ey 


und wird in der umgebenden Fliissigkeit eme Bewegung erzeugen, 
welche nach 63(b) das Potential 


5 2Qr+1 
dy ay) 


Pa eee t S_g +... 


nmn+i pert 
g 


(c) Pry = 4-3 Pi + F 
hat. 


Nachdem wir diese Partialbewegungen definiert haben, betrachten 
wir eine zusammengesetzte Bewegung, welche dadurch entsteht, dats 
wir derjenigen Bewegung, welche durch — g, innerhalb, und durch 
Pyg wulserhalh der Kugel gegeben ist, die durch das Potential g, 
gegebene Bewegung (a) superponieren. Innerhalb und aulserhalb 
der Kugel erhalten wir dann Bewegungen, welche beziehungsweise 
durch die Potentiale 

D = 0 
(a) 
P= Py + Pyq 


dargestellt werden. Das heifst, innerhalb der Kugel herrscht Ruhe, 


i] . rd 7 
Vergl. C. A. Burrxnrs, Sur le mouvement simultané etc., Formel (19). 
Man erinnere sich dabei an die Relation Gn = r" X,, welche zwischen der 


raumlichen Kugelfunktion g, und der entsprechenden Kugelflichenfunktion X, 
besteht. 
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und aufserhalb eine Bewegung mit dem Potential gy, welches explicite 
geschrieben die Form 


p= il 5 2 & 
eee eo CaS ee aAt(l+3t)e+-. 
(e) 
1 n 2n+1 
=F Werk ores Put vee 
annimmt. 


Die in dieser Weise gefundene Lisung kénnen wir folgender- 
malsen deuten: g, stellt einen urspriinglich gegebenen Strom dar, 
den Hinfallsstrom. In denselben wird eine ruhende Kugel ein- 
gebracht, welche ein Hindernis bildet. gq ist das Potential der 
dadurch entstehenden zusammengesetzten Bewegung der Fliissigkeit, 
und ,, ist das Potential derjenigen Partialbewegung der Flissig- 
keit, welche auf dem Vorhandensein der Kugel beruht. Dieses Po- 
tential werden wir das Reflex- oder Reaktionspotential nennen; 
der entsprechende Strom ist der von der Kugel herriihrende Reflex- 
oder Reaktionsstrom. LKinfallsstrom und Retlexstrom bilden 
zusammen einen tangentiell zur Oberfliiche der Kugel verlaufenden 
Strom. Setzt man den Radius der Kugel gleich Null, so verschwindet 
der Reflexstrom, und die ganze Bewegung reduciert sich auf den 
urspriinglichen Hinfallsstrom. Die gegebene Entwickelung enthalt 
die folgende einfache Regel fiir die Bildung des Reflex- oder Re- 
aktionspotentials: 


Das Potential des Reflexstromes einer Kugel gegen einen belrebigen 
Hinfallsstrom ist mit dem du/fseren Aktionspotential der Kugel identisch, 
wenn man derselben einen inneren Aktionsstrom giebt, welcher dem Hin- 
fallsstrom entgegengesetxt gleich rst. 


66. Zusammensetzung von Aktions- und Reaktionspotential. — 
Superponieren wir jetzt die Lésungen 63 (a) und (b) fiir die bewegte 
Kugel in urspriinglich ruhender Fliissigkeit und 65 (d) fiir die ruhende 
Kugel im Strom, so ergiebt sich eine Bewegung, welche innerhalb, 
beziehungsweise aulserhalb der Kugel durch die Potentiale 


(a) P= O, 
(b) P = Py + (Py + Pyg) 


dargestellt wird. Oder explicite 
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oie. 
= 345d + OF Deane D+... 
2n+1 
a, da Be BE s. Ee ae 
Pe a ae ater Die eee M+1,2n+1 “2 


9 
da n arti 


ds - a ae 
+ (1435) (Es (1+35) gb xes + (1+ 28 aot 


Diese Lisung lafst sich in der Weise deuten, dafs eine Kugel, 
deren innerer Bewegungszustand durch das Potential © gegeben ist, 
durch eine Fliissigkeit fortschreitet, welche eine von dem Vorhanden- 
sein und der Bewegung der Kugel unabhingige, durch das Potential 
gy, dargestellte Bewegung besitzt. 

Das Potential w der unter diesen Verhiiltnissen gebildeten Be- 
wegung der Fliissigkeit ist in Formel (d) in solcher Weise geschrieben, 
dafs die erste Zeile rechts das Potential derjenigen Bewegung dar- 
stellt, welche die Kugel in ruhender Fliissigkeit erzeugen wiirde, 
wihrend die zweite den durch das Vorhandensein der ruhenden 
Kugel modificierten iufseren Strom darstellt. 

Die Entwickelung lafst sich auch 


9 
n qentt 


a3 a® 
ae 9 = $73 (P.-P2)— oes ati aati rs Pal 


(e) -4! 
+ Gy + Po tere ee 


schreiben. Die dritte Zeile stellt hier den Kinfallsstrom dar. Die 
vorhergenden Glieder stellen das iufsere Aktionspotential einer Kugel 
63(b) dar, nur dafs nicht mehr die partiellen Potentiale ®,, ,,... 
der absoluten inneren Bewegung der Kugel in der Formel auftreten, 
sondern die Differenzen ©, — g,, ©, —q,, ... welche den Uber- - 
schuls der Bewegung der Kugel iiber diejenige des Kinfallsstromes 
darstellen. Besteht kein solcher Unterschied, d. h. ist d = 0, 
®,—g, = 0,..., so kommt es zu keinem Konflikt zwischen 
Kugel und Hinfallsstrom, und der letztere erleidet durch das Vor- 
handensein der Kugel keine Modifikation. 

Wenn sich die Kugel unter Erhaltung der Kugelform bewegt, 
wird sich die Entwickelung (a) des inneren Potentiales ® auf die 
beiden ersten Glieder beschriinken, und in der Entwickelung (d) wird 
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die erste Zeile sich ebenfalls auf die zwei ersten Glieder reducieren, 
wihrend die Glieder der zweiten Zeile sich unbegrenzt fortsetzen. 

In der Form (d) oder (e) kann man immer das Potential der 
Flissigkeitsbewegung in der Umgebung einer beliebigen Kugel g des 
Kugelsystems darstellen, wenn , das innere Aktionspotential der 
Kugel ist, und gy, das Potential desjenigen Hinfallsstromes, welcher 
auf dem Vorhandensein und der Bewegung der »—1 anderen 
Kugeln beruht. 


67. Die Kugel unveranderlichen Volumens im Parallelfeld. — 
Bewegt sich die Kugel nur translatorisch und ohne Expansion, also 
mit dem inneren Aktionspotential 


(a) @, = ad(a—a)+b(y—b)+ é(% —c) 
in einem Einfallsstrom, welcher einfach ein Parallelstrom mit dem 


Potential 
(b) Q, = &(u—a)t+ Bly — 0) +7(% — 0) 


ist, so wird nach 66(d) das Potential der in der Fliissigkeit er- 
zeugten Geschwindigkeit 


gig’ ah) tae (0a 
(c) i2 gy Er I ge 


Das erste Glied ist das Aufsere Aktionspotential, welches auf der 
Translationsbewegung der Kugel beruht, wihrend das letzte Glied 
das Potential der im Parallelstrom ruhenden Kugel darstellt. 

Das Potential lafst sich auch nach Analogie von 66(e) in der 
Form 


(d) fats Pas On) 
schreiben, oder explicite 


gp = &(e—a)+ Ply—b)+7(%—2) 
(e) 


as 


1S {@-a)(@-a) + b-A)y-d) + €-N&-4)]. 


Das erste Glied stellt hier das ‘iufsere Parallelfeld dar, wihrend 
das zweite Glied das Potential der Kugel in ihrer Bewegung relativ 
zu dem Parallelstrom ausdriickt. Die Formel zeigt, wie zu erwarten 
war, dafs die Kugel auf die Bewegung der Fliissigkeit dann, und 
nur dann, einen Einflufs haben wird, wenn sie eine Geschwindigkeit 
a—d, b—6, é—7 relativ 2 dem gegebenen Parallelstrom hat. 
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Das Potential derjenigen Partialbewegung, welche auf dem Vor- 
handensein und der Bewegung der Kugel beruht, hat den Ausdruck: 
48 {@-aa—atb-A-)+E-NE-9| 
und ist also das Potential einer Kugel, welche sich mit einer abso- 
luten Geschwindigkeit d—¢, b—f, ¢—7 in einer urspriinglich 
ruhenden Flissigkeit bewegt. 


68. Allgemeinste Definition der Aktionsgeschwindigkeit und 


des Aktionsmomentes. Die relative Geschwindigkeit 


(a) ad— &, —_— Bi é—%, 


auf welcher das Eingreifen der Kugel in die Bewegung der Fliissig- 
keit beruht, werden wir die Konfliktgeschwindigkeit nennen. 
Die Definition dieser Gréfse ist also: 


(A) Die Konfliktgeschwindigkeit ist die Geschwindigkeit des Mittel- 
punktes der Kugel relativ xu dem EHinfallsstrom. 


Kiner in ruhender Fliissigkeit mit der absoluten Geschwindig- 
keit (a) bewegten Kugel wiirden wir nach unseren vorhergehenden 
Definitionen (83) die Aktionsgeschwindigkeit 


0) f= #e-@, g=4b-f), b= 4-7) 


zuschreiben, und die Tangentialkomponente dieser Geschwindigkeit 
wiirde die Gleitungsgeschwindigkeit an der Oberfliiche der Kugel sein. 

Teilen wir aber jetzt allen Punkten innerhalb und aulserhalb 
der Kugel die gemeinschaftliche Geschwindigkeit @, 6, 7 mit, so 
erhalten wir innerhalb der Kugel die Geschwindigkeit ad, 6, ¢, und 
aulserhalb die durch dag Potential 67 (e) dargestellte Bewegung. 
Durch die Mitteilung dieser gemeinschaftlichen Geschwindigkeit 
andert sich die relative von Kugel und Fliissigkeit nicht, und die 
Gleitungsgeschwindigkeit bleibt also fortwihrend die Tangential- 
komponente der Geschwindigkeit (b). 

Die Geschwindigkeit (b) hat also in dem hier vorliegenden 
Problem genau dieselbe Bedeutung, als die specieller definierte 33 (a) 
im Problem von der in ruhender Fliissigkeit bewegten Kugel. Wir 
kénnen deshalb eine neue, verallgemeinerte Definition aufstellen, 
welche die iltere (83) als Specialfall umfafst. Dabei legen wir die 
durch (A) definierte Konfliktgeschwindigkeit zu Grunde. 
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(B) Die Aktionsgeschwindigkeit einer in einem Strome bewegten Kugel 
ast die mit dem Haktor } multiplixierte Konfliktgeschwindigheit. 

Kommt kein fufserer Strom vor, so reduziert sich die Konflikt- 
geschwindigkeit auf die aktuelle Geschwindigkeit der Kugel, und wir 
kommen auf die frithere Definition zuriick. Ist dagegen die Kugel 
in Ruhe, so reduziert sich die Konfliktgeschwindigkeit auf das 1 (ee 
und die Aktionsgeschwindigkeit der ruhenden Kugel auf das § fache 
der negativ genommenen Geschwindigkeit des Parallelstromes. 

Unter den friiher aufgestellten Definitionen des Aktionsmomentes 
ist die in 33 gegebene so gewahlt, dafs sie auch nach den jetzt 
vorgenommenen Verallgemeinerungen brauchbar bleibt. Als immer 
giiltige Definition behalten wir also die folgende: 

(C) Das kinematische Aktionsmoment der Kugel ist das Produkt der 
Aktionsgeschwindigkeit in das Volumen der Kugel. 


Als Definitionsgleichungen kénnen also immer 


(c) Be fF, G = gi, ash, Ei, 
oder 


(’) F=3(@-aB, G = $(b-f)B, H 


I 
roles 
| 
& 


dienen, und diese Gréfsen werden immer den Ubergang zur Vor- 
stellung von dem volumindernden Kugelpaare vermitteln. Dieselben 
gestalten das Potential 67(e) der im Parallelfelde bewegten Kugel 
in der Form 


F(e@—a) + G(y—)) +. H(x-0) 


4 or 


(d) y = e@—a) + BY-) + 7-9) — 


zu schreiben. 


69. Der Fall, dafs die Translationsrichtungen der Kugel und 
des Feldes zusammenfallen. — Das Feld wird nur dann ein Um- 
drehungsfeld, wenn die Geschwindigkeiten a, b, é¢ der Kugel und 
a, B, 7 der Flissigkeit gleichgerichtet sind. Fithren wir unter diesen 
Voraussetzungen in 67 (e) Polarkoordinaten ein, so wird das Potential 


(a) Q= for —45(s— 4) cos. 


Zur Darstellung dieses fiir uns besonders wichtigen Feldes 
durch Vektorréhren gelangt man durch die Superpositionskonstruk- 
tion, wenn man die Figuren 7 und 9 aufeinander legt. 

7 


BsJERKNES, Vorlesungen. I. 
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Wir bemerken zunichst, dafs die Aquipotentialflache p = 0 dieses 
Feldes aus zwei Teilen besteht, nimlich aus der Ebene cos6 = 0, 
das heifst der Aquatorebene der Kugel, und aus einer Kugel 


(b) y= @ 


Diese Kugel besteht iiberhaupt nur, wenn die Wurzel positiv ist, 
das heifst, so lange die Kontliktgeschwindigkeit s — ¢ dasselbe Vor- 
zeichen hat als die Geschwindigkeit ¢ des Parallelstromes. Die erste 
Bedingung fiir die Existenz dieser kugelférmigen Aquipotentialflache 
wird also, dafs sich die Kugel mit dem Strome und schneller als 
derselbe bewegt. Aufserdem wird sie, solange die Wurzel kleiner als 
Kins ist, nur der virtuellen Fortsetzung des fufseren Feldes im In- 
neren der Kugel angehéren. Ist die Wurzel gleich Eins, das heils ist 


(c) §= 36, 


so dafs die Kugel dreimal so schnell als der Strom liuft, so wird 
der Radius der kugelférmigen Aquipotentialfliche mit der Kugel- 
oberfliche zusammenfallen. Bewegt sich die Kugel noch schneller, 
so dafs § grofser als 36 ist, so wird die kugelférmige Aquipotential- 
fliche ins reelle Fliissigkeitsfeld hinaustreten. 

Wird aber die Konfliktgeschwindigkeit s— é negativ, so dafs 
sich die Kugel relativ zu dem Strome riickwirts bewegt, so besteht 
keine solche kugelférmige Aquipotentialfliche, weder im reellen 
Fliissigkeitsfelde, noch in der virtuellen Fortsetzung desselben inner- 
halb der Kugel. In diesem Falle wird aber eine kugelférmige 
Stromréhre im Felde vorhanden sein. Die Radialgeschwindigkeit 
ist nimlich 
(f) oie (4 + (8 — 6) } cos. 
Dieselbe wird Null in der Aquatorebene 6 = 
auf der Kugelfliche 


(g) = ay 
oO 


In allen Punkten dieser Kugelfliche reduciert sich die Geschwindig- 
keit auf die Meridiankomponente, welche tangentiell zur Kugelflache 
liegt, so dafs dieselbe den Mantel einer Stromréhre bildet. Der 
Radius dieser Kugel ist Null, wenn ¢ = 6, so dafs die Kugel also 


via 
re und aufserdem 
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genau dem Strome folgt, und liegt zwischen 0 und d solange § 
zwischen den Werten & und 0 liegt, so dafs sich die Kugel mit 
dem Strome, aber langsamer als derselbe, bewegt. Ist s = 0, ist 
die Kugel also in Ruhe, so wird r = d, und die kugelfirmige 
Stromroéhre fallt mit der Oberfliche der Kugel zusammen. Passiert 
schliefslich § durch Null, um das entgegengesetzte Vorzeichen von 
demjenigen von 6 anzunehmen, so dals sich die Kugel auch im 
absoluten Sinne gegen den Strom bewegt, so tritt die kugelformige 
Stromréhre in das reelle, dufsere Flissigkeitsfeld hinaus. 


= 
Fig. 17. Kugel im Parallelstrom, wenn $ > 36. 
70. Solenoidale Darstellung des Feldes. — Wir haben also 


sieben wesentlich verschiedene Fille zu betrachten. 

1. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome und mehr als drei- 
mal so schnell als derselbe. Dieser Fall ist durch die Figur 17 
dargestellt, wo § = 176 gesetzt ist. Die kugelférmige Aquipotential- 
fliche hat den Radius r = 2d und ist in der Figur punktiert. Inner- 
halb dieser Kugelfliiche ist das Feld der fortschreitenden Kugel das 
iiberwiegende, aufserhalb niihert sich das Stromfeld mehr und mehr 
einem ungestirten Parallelfelde. Diese Kugel wird von allen 


Stromlinien normal durchgeschnitten, mit Ausnahme einer singuliren 
Yili 
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Stromlinie, welche sich selbst durchschneidet in einem Punkte, wo 
die Geschwindigkeit Null ist. Die beiden Zweige dieser Stromlinie 
bilden miteinander einen rechten Winkel, und mit der kugelformigen 


Aquipotentialflache einen Winkel von 7: Dreht sich die Figur 


um die Symmetrieachse, so werden die Kurven Stromréhren er- 
zeugen, und der neutrale Punkt wird in der verlangerten Aquatorial- 
ebene der Kugel einen Kreis beschreiben, auf dem die Geschwindig- 
keit der Flissigkeit gleich Null ist. 


2. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome und dreimal so 
schnell als der Strom, § = 36. P 
Fig. 18 zeigt diesen Fall, wo die kugelférmige Aquipotentialflache 


ee 
Lt it—_ 
ie ee 
ee 
ae 
ae ee ee 


Fig. 18. Kugel im Parallelstrom, wenn § = 36. 


mit der Kugelfliiche zusammengefallen ist. In diesem Falle enden 
also die Stromlinien alle senkrecht gegen die Oberfliche der Kugel, 
mit Ausnahme der singuliiren Stromlinie, welche die Kugel an dem 


Aquator unter den Winkeln = trifft, Die an dem Aquator der 


Kugel liegenden Fliissigkeitspartikelchen haben also in diesem Falle 
die Geschwindigkeit Null. Bei der Rotation der Figur um die 
Symmetrieachse wird diese singulire Stromlinie den Mantel einer 
Stromrodhre beschreiben, welche die Aquatorebene der Kugel als kleinste 
Querschnittfliche hat. Da die Geschwindigkeit innerhalb der Kugel 
dreimal so grofs ist als die ungestérte Geschwindigkeit des Parallel- 
feldes in grofsen Abstiinden von der Kugel, so wird der Querschnitt 


\ 
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dieser Rohre in grofsen Abstinden von der Kugel dreimal so erols 
sein, als die Fliche des Aquators der Kugel. 

3. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome mit einer Geschwindig- 
keit, welche gréfser ist als diejenige des Stromes, aber kleiner als 
dreimal so grofs. Das Feld wird dann im allgemeinen Aussehen 
demjenigen der Figur 18 ihnlich sein, nur dafs die Stromlinien weniger 
stark gegen die Oberfliche der Kugel eingebogen sind. Die kugel- 
formige Aquipotentialfliiche ist aus dem reellen Fliissigkeitsfelde 
verschwunden, und gehért der virtuellen Fortsetzung des iufseren 
Feldes im Innern der Kugel an. 


4, Die Kugel bewegt sich mit dem Strome mit derselben Ge- 
schwindigkeit als der Strom, § = ¢é. 


Fig. 19. Kugel im Parallelstrom, wenn s = 0. 


Die kugelférmige Aquipotentialfliche ist dann auch aus dem 
virtuellen Felde verschwunden, und die kugelférmige Stromréhre 
hat sich noch nicht gebildet. Das Parallelfeld setzt sich ungestért 
durch die Kugel fort, als wire keine Kugel vorhanden; wir haben 
das ungestérte Parallelfeld der Figur 9. 

5. Die Kugel bewegt sich mit dem Strome, aber langsamer als 
der Strom. Die kugelférmige Stromréhre hat sich im virtuellen 
Felde innerhalb der Kugel ausgebildet, was sich dadurch zeigt, dafs 
die Stromlinien des Parallelfeldes in der Nihe der Kugel divergieren. 

6. Die Kugel ist in Ruhe: s = 0. Die kugelférmige Strom- 
rohre fallt dann mit der Kugelflache zusammen, und man erhilt 
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die Stromlinien der Figur 19, welche das Abweichen und Umbiegen 
des Stromes um das Hindernis zeigen. 

7. Die Kugel bewegt sich gegen den Strom. Die kugelformige 
Stromrobre ist dann in das reelle Flissigkeitsfeld hinausgetreten, 
und ist die Grenzfliiche zwischen einem inneren Felde, welches tiber- 
wiegend dasjenige einer fortschreitenden Kugel ist, und einem dufseren 
Felde, welches iiberwiegend ein Parallelfeld ist. In Figur 20 ist 


Fig. 20. Kugel im Parallelstrom, wenn § negativ ist. 


$= —76 gesetzt, so dafs der Radius 69(g) der kugelférmigen 
Stromréhre gleich 2d wird. 


71. Volumandernde Kugel im Parallellfelde. — Die eben ge- 
zeichneten Helder sind symmetrisch um die gemeinschaftliche Trans- 
lationsrichtung als Achse, und haben aulserdem eine Symmetrie- 
ebene, die Aquatorebene der Kugel. Die geometrischen Symmetrie- 
eigenschaften des Feldes stehen mit den spiiter zu entwickelnden 
dynamischen Kigenschaften derselben in enger Beziehung. 

Die in Bezug auf die Aquatorebene bestehende Symmetrie wird 
sofort verloren gehen, wenn die Kugel zugleich verinderliches Vo- 


lumen hat, so dafs die Potentiale innerhalb und aulfserhalb die 
Formen 
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eae ; : 
Dy yyat a(e—a) + b(y—b)+é(%—c) 


d(a — a) + Bly —b) + 7 (0) 


I 


(a) 


— Fd 455 (@-2)(@—0) + 6—Byy—) + Ceo 


haben. Ist aber die Translationsrichtung der Kugel der Be- 
wegungsrichtung im Parallelfelde gleich oder entgegengesetzt, so 
wird das Feld ein Umdrehungsfeld bleiben, und die solenoidale 
Darstellung desselben kann gefunden werden, wenn man das Feld 
der Figur 1 auf ein Feld von der durch die Figuren 17—20 gegebenen 
Typen legt. Dals das einfache Parallelfeld (Fig. 9) auch zu diesen 
Typen gehért, ist dabei zu beachten. In allen Fallen mufs das 
innere Feld als ein nicht solenoidales ausgeschlossen werden. 


Besonders einfach ist der Fall, wo die Kugel in ihrer Trans- 
lation genau dem Parallelstrome folgt, so dafs d= a, b= 6, é=7 
oder § = G. Das Potential wird dann einfach: 


(b) yp = &(e—a) + Bly—b) + 7(x—0) — ad, 


oder auch, wenn wir Polarkoordinaten benutzen, und gleichzeitig die 
Volumausdehnungsgeschwindigkeit / einfiihren: 


ur 


(b’) OQ = ercosd — “d = ércos 0 — 7 


Die solenoidale Darstellung dieses Feldes findet man einfach durch 
Superposition der Figuren 1 und 9, welche Radialfeld und Parallel- 
feld’ darstellen. Denken wir uns die Pulsationsintensitit relativ 
stark, und verzichten wir, wie in den Figuren 1—3, auf die Dar- 
stellung der Stromlinien ganz bis zur Oberfliche der Kugel, so 
brauchen wir auch nur das Radialfeld und das Parallelfeld zu be- 
riicksichtigen, und kénnen von den kleinen Modifikationen absehen, 
die auf der Translation der Kugel beruhen. 

Figur 21 stellt das durch diese Superpositionskonstruktion er- 
haltene Feld dar. Die Kugel ist in Expansion begriffen, und der 
Strom setzt von links nach rechts ein. Das Feld ist, wie man sieht, 
ein unsymmetrisches, links von der Kugel, wo der Parallelstrom 
gegen den Radialstrom geht, ist es mit dem Felde der Figur 2 zwi- 
schen zwei expandierenden Kugeln verwandt, auch hier tritt auf der 
Symmetrieachse ein neutraler Punkt auf. Um den Abstand desselben 
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von der Kugel zu berechnen, bemerken wir, dafs nach (a) die Radial- 
komponente der Geschwindigkeit 


fo) , a? 2 
(c) a = 6cos6 + ad 


ist. Auf dem negativen Teile der Symmetrieachse, fir 0 = 2, wird 
diese Geschwindigkeit verschwinden, wenn 


(d) os ay/ 4. 


Fig. 21. Volumindernde Kugel im Parallelfeld. 


Durch diesen Punkt geht eine singuliire Stromkurve parabolischer 
Form; wenn die Figur um ihre Symmetrieachse rotiert, wird sie 
eine parabolische Fliche erzeugen, in welche der ganze von der 
volumindernden Kugel ausgehende und durch den Parallelstrom 
umgebogene Radialstrom eingekapselt ist. Auf der rechten Seite 
der Kugel kommt keine neutrale Stelle vor, sondern das Feld ist 
mit demjenigen der Figur 3 zwischen einer expandierenden und 
einer kontrahierenden Kugel verwandt. 

Aus der Asymmetrie dieses Feldes folgt eine wichtige einfache 
Kigenschaft, welche den eben betrachteten symmetrischen Feldern 
fehlt: Verindert man bei’ diesen das Vorzeichen der Geschwindigkeit 
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der Kugel oder des Parallelfeldes, so kommt man zu einem voll- 
standig neuen Felde; beispielsweise von dem Felde der Figur 17 
zu demjenigen der Figur 20. Verindern wir aber bei den asym- 
metrischen Feldern das Vorzeichen, so bleibt das Feld sich selbst 
abnlich, und wird nur umgelegt, so dafs der neutrale LE! auf die 
andere Seite der Kugel fallt. 


72. Ruhende oder bewegte Kugel in einem Deformationsfelde. — 
Ist der Einfallsstrom ein durch das Potential 


Po = $é(e— a) +3 Be (y— oP +47, (% — 0)? 
(a) 
+ By (2-6) Y—4) + Fa(2—¢) (@—a) + cep (w—a) (y—b) 


gegebener Deformationsstrom, so wird nach 65(e) das Potential 
eimer Kugel, welche sich unter Voluminderung durch dieses Feld 
bewegt, zur Zeit, wo der Mittelpunkt der Kugel sich im Feld- 
centrum befindet: 


b 
i — 35 {a(e—a) + by) + e(x—0)| + (1+ 35) go. 


Ist die Kugel in Ruhe, so reduciert sich das Potential auf 


(c) aes (1+ 355) - 


Ist das Deformationsfeld um eine Achse symmetrisch, so lafst sich 
g, nach 56(c) in der Form 


(d) P= 1. dr? (cos? 6 —1) 


schreiben. Die Darstellung der Stromréhren des entsprechenden 
Feldes erhilt man durch die Superpositionskonstruktion aus den 
Figuren 12 und 16; es ergiebt sich eine Figur, in der die Strom- 
linien des Deformationsfeldes sich um die Kugel herumbiegen, in 4hn- 
licher Weise, wie in der Figur 19 die Stromlinien des Parallelfeldes. 

Denken wir uns jetzt die Kugel volumiindernd, so findet man 
das Feld, wenn man auf die eben beschriebene Figur Figur 1 
superponiert. Verzichten wir wieder auf die Darstellung der Strom- 
linien in der unmittelbaren Nahe der Kugelfliche, so brauchen wir 
nur das Radialfeld der Figur 1 auf das Deformationsfeld der Figur 12 
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zu legen und die Superpositionskonstruktion auszufiithren. Je nach 
dem gegenseitigen Vorzeichen des Parallelfeldes und des Radialfeldes 
erhilt man zwei verschiedene Felder. Wir merken uns aber, dafs 
sie beide symmetrisch sind, sowohl um die Rotationsachse des Feldes, 
als zu einer zu dieser Achse senkrechten Ebene, wie man sofort 
sieht, wenn man den Ausdruck des Potentials aufschreibt. Da sie 
einander nahe verwandt sind, brauchen wir nur das eine zu zeichnen. 
In der Figur 22 ist die Kugel in Expansion begriffen, wahrend der 
Deformationsstrom lings der Symmetrieachse von beiden Seiten 
gegen die Kugel einsetzt. Der von der Kugel ausgehende Strom 


J 


I 


Fig. 22, Volumiindernde Kugel im Deformationsfeld. 


wird, wie man sieht, zu einem scheibenférmigen Raume senkrecht 
zur Symmetrieachse zusammengedriingt. Wiirde man die Bewegungs- 
richtung im Deformationsstrome Andern, so wiirde man das andere 
Feld erhalten, wo der Radialstrom zu einer die Rotationsachse um- 
gebenden Réhre ausgezogen ist. 

Hat die Kugel unverinderliches Volumen, und schreitet sie lings 
der Rotationsachse des Feldes fort, so wird diese Achse Symmetrie- 
achse bleiben. Die Symmetrie zu der zu dieser Achse senkrechten 
Ebene wird dagegen verloren gehen, wie man aus der Figur 23 
sieht, die durch die Superpositionskonstruktion aus den Figuren 7 
und 12 erhalten ist. Mit dieser Asymmetrie folgt noch die Eigen- 
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schaft, die wir fiir die volumindernde Kugel im Parallelfelde be- 
obachten: Bei Verinderung des Vorzeichens, entweder des Deforma- 
tionsfeldes oder der Geschwindigkeit der Kugel, bleibt das Feld sich 
selbst Shnlich und wird nur umgelest. 


73. Eine unter Volumanderung bewegte Kugel in einem be- 
liebigen Einfallsstrome. — Es bewege sich jetzt die Kugel unter 
Voluminderung, so dafs das innere Aktionspotential 


9 


(a) P= $7 P+ a(e—a) + b(y—b) + 6(% — 0) 
LL 

==) 

NC. 


ae 


SS 


Fig. 23. Fortschreitende Kugel im Deformationsfeld. 


wird. Der Hinfallsstrom sei ein ganz beliebiger Potentialstrom, von 
dessen Potential wir jedoch nur die oben vollstindig diskutierten 
Glieder aufschreiben: 


Py = Pr 
+ &(%—a)+ B(y—b) +7(% — 2) 
(b) + $64 (0 — a) + £Bp(y — bP + 5 7,(% — 0)? 


+ Bp, (y-6) (~—¢) + a(%—-0) (w—a) + ap (x—2) (y—2) 
ate Fis estat © 
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Das Potential der Flissigkeitsbewegung in der Umgebung der Kugel 
laifst sich dann 


+ a(x—a)+ B(y—b) + 7% — 24) 


— 1 B{@—@)(e-a)+(b-f) (y-) + 6-7) (2-9)| 


7? 
+ (14355) [44a(o— a)? + 4 Bal — bP + E720) 


+ Bly—b) (x6) + fale 6) (wa) + ep (z-a)(y—0)} 
spre a 


schreiben. Die durch Punkte angedeuteten Glieder enthalten die 
Potentiale der héheren Deformationsstréme und die entsprechenden 
von der Kugel herriihrenden Reaktionspotentiale. 

Die einzelnen Bestandteile dieses zusammengesetzten Feldes 
haben wir jetzt umstindlich diskutiert, und kénnen durch fort- 
gesetzte Superposition zur geometrischen Darstellung des Gesamt- 
feldes gelangen. 

Das Aussehen des resultierenden Feldes wird sehr verschieden 
ausfallen, je nach der relativen Intensitat der Einzelfelder. Ist der 
Parallelstrom relativ stark, und der Deformationsstrom relativ schwach, 
wie es im allgemeinen der Fall sein wird, wenn der EKinfallsstrom 
von einer oder mehreren entfernten, bewegten Kugeln _herriihrt, 
so wird der Einfallsstrom fiir sich durch schwach gekriimmte und 
schwach divergierende Stromlinien wie diejenigen der Figuren 13 
und 14 dargestellt. Werden dann die Geschwindigkeitskomponenten 
der Kugel sehr schwach, verglichen mit denjenigen des Feldes, so 
werden die Stromlinien wesentlich nur ein Umbiegen um die Kugel 
zeigen, etwa wie in der Figur 19. Sind dagegen die Geschwindig- 
keitskomponenten der Kugel von derselben Gréfsenordnung wie die- 
jenigen der entfernten Kugeln, welche den Hinfallsstrom erzeugen, 
so wird das Feld im wesentlichen dasjenige der Figuren 1, 7 und 8 
sein, nur ganz unbedeutend wegen des Vorhandenseins des schwachen 
Hinfallsstromes modificiert. Schon wenn die gegenseitigen Abstiinde 
der Kugeln nur das Zehnfache der Radien derselben betragen, wie 
in den Figuren 2 und 3, werden die durch den Einfallsstrom er- 
zeugten Modifikationen der Bewegung in der unmittelbaren Nihe 
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der Kugel nur Gréfsen von der Ordnung der Dicke der in den 
Figuren benutzten Linien sein. Nichtsdestoweniger bleibt aber 
das thatsichliche Vorhandensein dieses schwachen Finfallsstromes 
und der Reaktion der Kugel gegen denselben von fundamentaler 
Bedeutung fiir die dynamischen Erscheinungen. 


Siebenter Abschnitt. 


Das Geschwindigkeitspotential eines Kugelsystems. 


74, Methode der successiven Approximation fiir die Liésung des 
Problems von » Kugeln. — Nach der Bestimmung des Reaktions- 
potentials emer Kugel kénnen wir eine Methode angeben, um das 
Problem der Bewegung beliebig vieler Kugeln in der Fliissigkeit 
durch successive Approximation zu lésen. 

Es seien also » Kugeln gegeben. Die Indices g,h,7,j,h... 
sollen beliebige Zahlen zwischen 1 und m bedeuten. Die Bewegungen 
innerhalb der Kugeln sind durch die » inneren Aktionspotentiale 


a 


1 GR ne HN 


gegeben. Die Aufgabe ist, das Potential g zu suchen, welches die 
solenoidale Fortsetzung dieser » Potentiale im Aufseren Raume 
bildet. Ob dabei diese ® von der beschrinkteren Form 35 (a) sind, 
oder die allgemeinste Form 63 (a) haben, ist fiir die zu entwickelnde 
Methode gleichgiiltig. 

Als die Liésung des Problems in der ersten Annaherung haben 
wir schon das Potential 


(a) >), 


aufgestellt, wo g, das aulsere Aktionspotential der Kugel g ist, 
35(b) oder 63(b), wenn diese eine Kugel als allein vorhanden ge- 
dacht wird. Diese Lésung erfiillt aber nur angenihert die Grenz- 
fliichenbedingung, nimlich nur, in so fern wir an der Oberflaiche 
einer Kugel den von den m —1 entfernten Kugeln herriihrenden 
Einfallsstrom vernachlissigen, in Vergleich zu dem von / selbst her- 
riihrenden Aktionsstrom. 

Diesen Fehler kénnen wir aber verringern durch Hinzufiigen 
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des Reaktionspotentials der Kugel 2 gegen den von den m — 1 ent- 
fernten Kugeln herrithrenden Einfallsstrom. Betrachten wir be- 
sonders den von der Kugel g herriihrenden Strom und entwickeln 
das Potential g, dieses Stromes in der Umgebung des Punktes h, 
so kénnen wir ‘sofort nach 65(c) das Reaktionspotential p,, der 
Kugel h gegen den von der Kugel g herrihrenden Rinfallsstrom 
aufschreiben. Den »—1 Hinfallspotentialen werden »— 1 solche 
Reaktionspotentiale entsprechen, wo g alle Werte zwischen 1 und x 
durchliuft, mit Ausnahme des besonderen Wertes h. Das Re- 
aktionspotential der Kugel hk gegen den totalen von den m — 1 ent- 
fernten Kugeln herriihrenden Einfallsstrom lifst sich deshalb 


> Pon 


gh 


schreiben. Da jede der » Kugeln ein solches Reaktionspotential gegen 
den von den » —1 anderen Kugeln herrithrenden Einfallsstrom er- 
zeugt, so fiihrt die Beriicksichtigung aller dieser Reaktionsstréme 
auf den nichsten Anniherungswert 


(b) DIP, + >t > Pn 


des gesuchten Potentials. 

Dieser Ausdruck erfiillt wieder die Grenzflichenbedingung nur 
angenihert, nimlich insofern wir die Geschwindigkeit des Reaktions- 
stromes g,, in der Nahe einer Kugel j vernachlissigen. Diesen 
Fehler kénnen wir jedoch wieder durch die Hinzufiigung neuer Re- 
aktionspotentiale Py Verringern, die in derselben Weise durch Ent- 
wickelung von ,, in der Umgebung von 7 gefunden werden. Alle 
Reaktionspotentiale zweiter Ordnung erhalt man dann durch drei- 
fache Summation nach g, h, i, wobei aber immer h von g, und ¢ yon hk 
verschieden sein muls. 

Fahrt man in dieser Weise fort, die Reaktionspotentiale immer 
héherer Ordnungen hinzuzufiigen, so kommt man zu der Reihe: 


= D9, + 22} + 22) Dnt 
t 2) oie sei Paians 


at tee 


(c) 


wo alle Indices die Zahlen 1 bis  durchlaufen sollen, aber in der 
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Weise, dafs immer zwei unmittelbar nacheinander folgende Indices 
verschieden sind.! 


75. Allgemeine Bemerkungen iiber die Potentialreihe. — Es 
verdient bemerkt zu werden, dals die Form der eben gefundenen 
Reihe ganz unabhiingig ist von der Voraussetzung, dafs die Kérper 
gv... Kugelform haben. Sind iiberhaupt » Korper beliebiger Form 
gegeben, und kann man fiir jeden einzelnen derselben das all- 
gemeinste Aktionspotential und folglich auch das allgemeinste Re- 
aktionspotential bestimmen, so giebt die Reihe 74(c) die formelle 
Lésung, wenn alle Korper gleichzeitig vorhanden sind. Auch die 
besondere Form der Grenzflichenbedingung wird auf die Form der 
Reihe keinen Hinflufs ausiiben; die Reihe wird genau dieselbe Form 
haben, wenn man an den Grenzflichen beispielsweise potentiellen, 
anstatt solenoidalen Anschlusses an die gegebenen inneren Potentiale 
verlangt. Nur wird man mit verinderten Grenzflichenbedingungen 
andere Formen der Aktions- und der Reaktionspotentiale er- 
halten. 

Sonst wird die Brauchbarkeit der Reihe immer davon abhingen, 
ob die Beriicksichtigung einer beschrinkten Anzahl von Gliedern die 
Lésung des Problems mit geniigender Anniherung giebt. Wenn 
man in der Nihe eines Kérpers & die von den » —1 tibrigen Kér- 
pern herriihrenden Reaktionsstréme von einer gewissen Ordnungs- 
zahl an vernachlissigen kann, so ist die Aufgabe mit befriedigender 
Anniherung gelést. 

Kann man schliefslich beweisen, dafs die unbegrenzt fortgesetzte 
Reihe 74(c) konvergiert, so wird die Summe gy dieser Reihe das ge- 
suchte Potential im fufseren Raume exakt darstellen. 

Wir werden im folgenden keine Anwendung von der vollstin- 
digen Reihe machen, und wir brauchen deshalb nicht auf die Kon- 
vergenzuntersuchungen einzugehen. Wir werden uns immer auf 
solche Falle beschriinken, wo die ersten Glieder der Reihe rasch 
konvergieren, und werden dabei die Gréfsenordnung der gemachten 
Fehler untersuchen. 


76. Das Potential in der Nahe einer bestimmten Kugel. — 
Wir greifen aus der Reihe 74(c) besonders diejenigen Glieder heraus, 
welche die bestimmte Zahl g als letzten Index haben. Diese Glieder 


fir sich bilden die partielle Reihe 


1 (0. A. Bserxnes, Sur le mouvement simultané etc., Formel (49). 
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(a) ona G+ Shei + Se * Ping + ev ay 
ng ee Be 


welche das Aktionspotential der Kugel g und siimtliche Reaktions- 
potentiale dieser Kugel gegen simtliche von den anderen Kugeln 
herriihrende Stréme enthilt. Alle Glieder dieser Reihe haben im 
Punkte g eine singulire Stelle, aber verhalten sich sonst im ganzen 
Raume regular. Offenbar ist die vollstindige Reihe g aus m Reihen 
dieser Form zusammengesetzt: 


n 


(b) i 2 Po 


Will man die Bewegung besonders in der Nahe einer be- 
stimmten Kugel g untersuchen, so geht man von der Form (b) leicht 
zu der folgenden Form iiber: 


(aaa + > MGn + Gag) + > > (Pin + Ping) + ve 
h=g t2zh=9 


Das erste Glied enthalt hier das Aktionspotential der Kugel g; das 
zweite enthalt die Aktionspotentiale g, der » —1 anderen Kugeln 
und die entsprechenden » —1 Reaktionspotentiale erster Ordnung 
der Kugel g. Das dritte Glied enthilt die Reaktionspotentiale erster 
Ordnung der »—1 Kugeln h und die entsprechenden Reaktions- 
potentiale zweiter Ordnung der Kugel g, und so weiter. Das erste 
Glied dieser Reihe hat die Higenschait, an der Oberflache der Kugel 
eine Normalkomponente zu haben, welche mit der Normalkomponente 
der Bewegung innerhalb der Kugel identisch ist. Alle folgenden 
Glieder dagegen, welche aus Einfallspotentialen in Verbindung mit 
den entsprechenden Reaktionspotentialen bestehen, stellen Bewegungen 


dar, welche an der Oberfliiche der Kugel die Normalkomponente 
Null haben. 


Setzen wir endlich 


(d) Sayer >on, + > Pin bos eey 


h=qg iSh=q 


(e) | Cea ae Es > EP ing Foon 


a 
¥9 tc 
h=g iShSg 


(a) 
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so erhalt das Potential in der Nahe von g die Form 


(f) Ge p+ (P+ P,,): 


Wir sind dann auf die Form zuriickgekommen, welche wir in 66 (b) 
fiir das Potential der Bewegung der Kugel in einem Strom gegeben 
haben, nur dafs jetzt dieser Strom g, so bestimmt ist, dafs er yon 
dem Vorhandensein und der Bewegung der »—1 anderen Kugeln 
herriihrt. 


77. Entwickelte Form des Potentials in der Nahe einer Kugel. — 
Wenn wir die dynamische Wechselwirkung einer Kugel und der um- 
gebenden Fliissigkeit studieren sollen, so ist es die Fliissigkeitsbewe- 
gung in der unmittelbaren Umgebung der Kugel, worauf alles an- 
kommt. Die Form 76 (f) fiir das Potential des Kugelsystems wird 
deshalb besonders zur Verwendung kommen. Wir bringen es jetzt 
auf dieselbe entwickelte Form, wie das Potential 73 (c), wo die Kugel 
noch nicht als dem Kugelsystem angehérig gedacht ist. 

Um dieses durchzufiihren, entwickeln wir zunachst , in der 
Umgebung des Punktes a,, b,c, nach Taynor’s Theorem: 


Py — (Pr), 


+(e) a) + (194 (ie) =o 


ay 0’ é 
+ 1( wa) ea) +s (aa) Gabe as + ep ) (%—e,)? 


Das erste Glied (y,), bedeutet hier den Wert von y,, wenn man 
darn c= 4, y=), % = 6 substituiert hat, und die den Ditte- 
rentialquotienten beigefiigten Indices g Reoeian dafs nach vollfiihrter 
Differentiation in Bezug auf z, y,z dieselbe Substitution ausgefiihrt 
werden soll. 

Die Formel 76(f) kénnen wir jetzt explicite aufschreiben, da 
das erste Glied y, die bekannte Form 35(b) hat, wahrend g,, das 
dem Einfallspotential gy, entsprechende Reaktionspotential ist. Der 
Formel 78(c) entsprechend erhalten wir dann: 


BsERKNES, Vorlesungen. I. 8 
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Benutzen wir also die explicite diskutierte Formel 73(c) zur 
Darstellung der Bewegung in der Umgebung einer Kugel, so kommen 
wir zu dem Falle, dafs diese Kugel die unserem Kugelsystem an- 
gehorende Kugel g ist, durch die Substitutionen 


Pr = (Pry 

‘ dg, Fe dg, ; (Oy, 
Ney oF p = era Ae oes (at , 

eg \OY/g 9 

2 ae) (a) 

Sov : Na has! = y 

(c) by = \ ie Op er 2 1) ax}, 
p — ol Pi) ees phe ch = es Py) 
y ~~ \dy dx) 4’ i Ox Oa) 5? s dx dy)” 


wo gy, als das Potential des von den » — 1 entfernten Kugeln her- 
riithrenden Kinfallsstromes ist. q wird den Fliissigkeitsstrom um so 
genauer darstellen, je genauer man ~, in Betracht zieht. 


78. Verschiedene Grade der Annaherung. — In der ersten An- 
niherung vernachlissigt man g, ganz, solange es sich um den Be- 
wegungszustand in der unmittelbaren Nahe der Kugel g handelt. 
Dieses entspricht dem Anniherungsgrade unserer ersten Lésung 
38 (a), wo wir bei der Erfiillung der Oberflichenbedingung von dem 
von den entfernten Kugeln herrithrenden Strome ganz absahen. 
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In der zweiten Anniherung beriicksichtigen wir das erste Glied 
in der Entwickelung von , 


(a) F i ma > Pa 
h=g 


Das heifst, wir stellen uns den Hinfallsstrom in der Umgebung der 
Kugel g als einfach aus den Aktionsstrémen der » — 1 entfernten 
Kugeln zusammengesetzt vor. In diesem Falle kénnen wir uns einer 
Vereinfachung bedienen. Das g, nach der Substitution « = a, 
y=b,, * =e, nimmt die Form 


Len Se aie ; \ 
(Pig Hh fame ers | Fab = @,) + b,, (0, = 0) é, (6, a en) | 


hg = V (a, ie a,)? aie (0, 4 b,)* a (¢, oe Gyre 


Bei der Bildung der Koefficienten 77(c) kénnen wir dann das aus 
der Substitution hervorgegangene (y,), zu Grunde legen, und die 
Differentiation nach a,, b,,¢, austiihren. Wir bekommen dann, wenn 
wir statt (p,), abkiirzend gy, schreiben, was ohne Zweideutigkeit 


gemacht werden kann: 


c= h 0 Pr p .) d Pn 7 — h 0 Pr 
_ Bi ai 2 aa O05, ? ‘ ae? 
hg hz=g h=g 
(b) 
a = On B — h 6” Pn fe h é° Pr 
at. daz? bh ~ TO ae do 
=e ig 9 ney * 


In der dritten Anniherung mufs man zwei Glieder der Ent- 
wickelung von », beriicksichtigen. Im Hinfallsstrome y, werden dann 
auch die von den » — 1 entfernten Kugeln ausgehenden Reaktions- 
stréme in Betracht gezogen: 


(c) P a > ont > > Gin: 


hzg iah=g 


Bei der Beriicksichtigung des Gliedes g,, darf man im allgemeinen 

die Substitution « = yy vss nicht mehr vor der Differentiation aus- 

fiihren. Denn wenn der Index alle Werte zwischen 1 und m an- 

nimmt, nur den Wert h ausgenommen, so wird auch der Fall ¢ = g 
rehee 
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eintreten. Das heifst, unter den Reaktionspotentialen g,, kommen 
auch solche y,, vor, welche von dem von g selbst ausgehenden 
Aktionsstrome herriihren. Dieses Pan enthalt schon a,, bay Sys und 
man wird zu verschiedenen Resultaten kommen, je nachdem man 
nach #, y, ~ differentuert und nachher die Substitutionen 2 = a,, 
y=b,, *=e, ausfiihrt, oder erst diese Substitution ausfiihrt und 
nachher nach a,, b,, ¢, differentiert. In diesem Falle mufs man 
also zu den urspriinglichen Formeln 77 (c) zuriickkehren. 


Dritter Teil. 


Einflufs des Flissigkeitsdruckes auf die Bewegung 
einer Kugel. 


Erster Abschnitt. 


Berechnung der Druckkraft gegen eine Kugel. 


79. Der Druck. — Nachdem jetzt die vorbereitende kinematische 
Aufgabe erledigt ist, werden wir die dynamische Wechselwirkung 
zwischen Kugeln und Fliissigkeit zu dem Gegenstand unserer Unter- 
suchungen machen. Dabei werden wir in diesem Teil nur die 
Wechselwirkung zwischen einer einzigen Kugel und der sie unmittel- 
bar umgebenden Fliissigkeit untersuchen, um dann in dem niichst- 
folgenden Teil diese Kugel als eine beliebige, dem Kugelsystem an- 
gehorende zu betrachten. 

Die einzige Bewegungsursache in der Fliissigkeit ist der Druck p, 
welcher sofort berechnet werden kann, wenn man das Potential 
der herrschenden Bewegung und den im Ruhezustand herrschenden 
Druck P kennt. Nach 15(c) Seite 22 ist namlich: 


ag dg\2 dg\? Op\? 
(a) 1s P—95t—40((52) + (55) + (52) } 


Der Druck ist also eine Funktion des Geschwindigkeitspoten- 
tiales g. Dasselbe tritt in der von uns zu verwendenden Form 
73(c) als eine Funktion von «—a, y—b, ~—c auf, wo a,b,e die 
Koordinaten des Mittelpunktes der Kugel sind. Dieses Umstandes 
kénnen wir uns bedienen, um die Formel (a) auf eine fiir unsere 
Rechnungen zweckmilfsigere Form zu bringen. 

Bei der im zweiten Glied rechts vorkommenden Differentiation 
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nach der Zeit scheiden wir nimlich diejenigen Glieder aus, welche 
durch Differentiation nach dem in den drei Parametern a, 6, ¢ ent- 
haltenen ¢ entstehen. Also: 


0 ”) Op. Og; ag. 
a i 95h — a {seat ayo + ae 4{ 


Ersetzen wir dann, wie in 27(d), die positiven Ableitungen nach 
a, b,c durch die negativen Ableitungen nach a, y, x, so wird 


Op _ og Op. , OM; sce} 
a3 jek = — 95h +0{5ea + xeb + 506 : 
Fiibrt man dieses in (a) ein und ergiinzt noch durch Addition und 
Subtraktion von 
Pq a> bs ic"; 


so lifst sich die Druckformel in der neuen Form 


schreiben. 
Der Druck tritt also wie in (a) als die Summe von drei Par- 
tialdrucken auf. Der erste Partialdruck ZZ hat die Form 


(c) H = P+iq(a+ 8 4+ 2) 


und ist also, genau wie der statische Druck P, eine nie von den 
Koordinaten, sondern héchstens von der Zeit abhingige Gréfse. Den 
zweiten Partialdruck 


(d) a, 898 


welcher besonders von den Beschleunigungen in der vorliegenden 
Bewegung abhingt, werden wir als den impulsiven Druck be- 
zeichnen. Der Wert des dritten Partialdruckes 


Bis: { Op mr 2 0 ae Og 2 
" Acilge alia (opm tle laa tay 
ist proportional der kinetischen Energie, die das im Punkte ‘Dy Yy % 
befindliche Fliissigkeitspartikelchen hat, wenn wir seine Bewegung 
auf das Kugelcentrum a, b, ¢ bezichen. Wir werden deshalb (e) den 
relativen Energiedruck nennen. 
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80. Die Druckkraft. — Im Punkte 2’, y’, x an der Oberfliche 
der Kugel hat der Druck den Wert p’. Das entsprechende Flachen- 
element do der Kugeloberfliche wird infolge dieses Druckes von 
einer unendlich kleinen Kraft p’'do angegriffen, welche senkrecht zu 
dem gedriickten Element steht, und folglich lings eines Radius der 
Kugel gerichtet ist. Alle diese Hinzelkrifte setzen sich zu einer 
einzigen im Mittelpunkt der Kugel angreifenden Resultantkraft zu- 
sammen, welche wir die Druckkraft nennen wollen. 

Die Druckkraft stellt vollstindig denjenigen Hinflufs dar, welchen 
die Flissigkeit auf die translatorische Bewegung ausiibt. Die Be- 
wegung der Kugel in der Fliissigkeit ist mit derjenigen Bewegung 
identisch, welche dieselbe Kugel im leeren Raum unter dem Hinflusse 
einer fufseren Kraft annehmen wiirde, welche mit der Druckkraft 
identisch ist. 

Die lings der Koordinatenachsen gerichteten Komponenten der 
Kraft p’do gegen ein Flichenelement, welche selbst lings des ne- 
gativen Radiusvektor gerichtet ist, ergeben sich durch Multipli- 
kation mit den negativen Richtungskosinus des Radiusvektor, 
namlich mit: 


Die Komponenten X, Y, Z der Druckkraft selbst ergeben sich, wenn 
wir diese einzelnen Kraftkomponenten iiber die ganze Kugelfliche 
summieren, sie werden also durch die Integrale 


Fe = ib 

X= -fp 7 do 
Ls (ob 

(a) Y= —-{p 7 do 
1% —C 

Z= —fp d do 


dargestellt. 
Durch einige Sitze allgemeiner Natur werden wir die explicite 
Berechnung dieser Integrale bedeutend erleichtern kénnen. 


81. Die Kugelflachenfunktionen. — Das Geschwindigkeitspoten- 
tial g in der Umgebung der Kugel haben wir durch eine Entwicke- 
lung nach raumlichen Kugelfunktionen positiven und negativen Grades 
dargestellt. Die Formel 79(b) wird den Druck in der Fliissigkeit 
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durch gewisse Verbindungen dieser raumlichen Kugelfunktionen dar- 
stellen. 

Die vollstiindige Verteilung des Druckes in der Fliissigkeit ha¢ 
fiir die Bestimmung der Druckkraft keine Bedeutung, sondern alles 
kommt auf den Wert p’ des Druckes in denjenigen Punkten des 
Raumes an, welche der Kugelfliche angehéren, und deren Koordi- 
naten also die Relation 


(a) (OG) NY oe Oral eae 0) Sema 
erfiillen. 

Bei dieser Specialisierung der Aufgabe brauchen wir nicht mehr 
die in p auftretenden réiumlichen Kugelfunktionen zu betrachten, 
sondern nur die Werte derselben auf der Kugelflache (a). Den 
Wert einer riiumlichen Kugelfunktion auf der Oberfliche einer 
Kugel um das Feldcentrum werden wir mit Lord Kenviy und Tarr 
eine Kugelflachenfunktion nennen. Kine Fundamentaleigenschaft 
dieser Funktionen wird die Berechnung der Druckkraft sehr ver- 
einfachen. 

Zunichst bemerken wir, dafs aus korrespondierenden Kugelfunk- 
tionen, die also gleicher Ordnung, aber verschiedenen Grades sind 
(61), Kugelflachenfunktionen entstehen, die sich héchstens voneinander 
um einen konstanten Faktor unterscheiden. Denn der Faktor 
r—-@n+0, um welchen sich die zwei korrespondierenden raiumlichen 
Kugelfunktionen voneinander unterscheiden, reduciert sich auf eine 
Konstante. Wir brauchen deshalb nur yon der Ordnung und nicht 
von dem Grade einer Kugelfliichenfunktion zu reden: die Ordnung 
einer Kugelflachenfunktion ist gleich dem Grade der entsprechenden 
riumlichen Kugelfunktion positiven Grades. 


Ist nm diese Ordnungs- oder Gradzahl, so ist die riumliche 
Kugelfunktion des Grades n ein homogenes Polynom in aw — a, 
y—b, %—e: 


(b) Gy. = YP, («—a,y — b, %—6), 


und die entsprechende Kugelflachenfunktion gy, ist dieselbe Funktion 
y,, Von den specialisierten Variablen x — a, y' — b, x’ — &, 


(c) f, ar P,,(e a a, y a b, x 7 c), 
wo «#’,y,« die Gleichung (a) erfiillen. Die Kugelflachenfunktion ist 


also eine Funktion von nur zwei voneinander unabhiingigen Ver- 
Anderlichen. 
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8%. Eine Fundamentaleigenschaft der Kugelflachenfunktion. — 
Kine wichtige Higenschaft der Kugelfliichenfunktionen kann man 
aus dem Green’schen Satz folgern. Sind y und w zwei Funktionen, 
welche sich innerhalb des Volumens rt regular verhalten, gy’ und wy’ 
ihre Werte auf der Grenzfliche o des Volumens, ist dt das Volum- 
element, do das Flichenelement und n die nach aufsen gerichtete 
Normale dieser Grenzfliiche, so lautet dieser Satz: 


Op Oy , Op Ow , Oy Oy a 2 Ow 
Ie hy 3” py oy a a aa —fov wie + fg ae oe 


= — fyvipde + fy 3 do. 


(a) 


Es sei nun das Volumen z eine Kugel r = d um das Feldcentrum, 
und » und w zwei Kugelfunktionen ganzen positiven Grades, y = g,,, 
w=, Im Volumen der Kugel, ist dann Vv’, = V’?9, = 0. 
Die kubischen Integrale rechts verschwinden also, und die beiden 
Flachenintegrale miissen einander identisch gleich sein: 


1 OPn ih 1 OPm 
| % On (oo fe. on ao, 


Die Normale n der Kugel fallt mit dem Radius r zusammen. 
Differentiieren wir deshalb nach ry und substituieren nachher r = d, 
so ergiebt sich nach 62 (d): 


Ogn _ 1 Om __ 


mM 
On qd rn? San Pah me 


Wenn wir einsetzen und mit d dividieren, folgt: 


n{ 9,,g,,d0 = m | ¢,9,40- 


Sind m und » voneinander verschiedene Zahlen, so muls folglich 


(b) [9,40 = 0 
sein. Oder: 

(A) Das iiber eine Kugelfliiche wm das Feldcentrum berechnete Inte- 
gral des Produktes von xavei Kugelflichenfunktionen verschiedener Ordnung 
verschwindet identisch. 

Gleichzeitig merken wir uns einige unmittelbare Holgerungen 
dieses Satzes, von denen wir bei einer spiteren Gelegenheit Gebrauch 
machen werden. 
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Setzen wir m = 0, so reduciert sich die eine Kugelflachen- 
funktion auf eine Konstante, und wir erhalten 


[yide =z 05 


sofern » von Null verschieden ist. Also: 

(B) Das iiber eine Kugelfliiche berechnete Integral einer einxagen 
Kugelfliichenfunktion hat den Wert Null, sofern nicht die Kugelfldchen- 
funktion die Ordnungsxahl Null hat und also eine Konstante ist. 

Ferner erinnern wir uns, dafs eine raumliche Kugelfunktion die 
Form des Produktes einer Kugelflachenfunktion in eine Potenz des 
Radiusvektor hat. Suchen wir deshalb das Volumintegral der raum- 
lichen Kugelfunktion innerhalb einer Kugel um das Feldcentrum, 
so kénnen wir erst iiber eine Kugelfliche und dann lings eines 
Radiusvektor integrieren. Da die erste dieser Integrationen immer 
nach dem Satze (B) das Resultat Null giebt, sofern nicht die Kugel- 
funktion von der Ordnung Null ist, so schliefsen wir: 

(C) Das Volumintegral einer rdwmlichen Kugelfunktion innerhalb 
emer Kugel um das Feldcentrwm ist Null, sofern nicht die rdwmliche 
Kugelfunktion von der Ordnung Null ist. 


83. Die Berechnung von Integralen tiber die Oberflache der 
Kugel. — Mit Hilfe des eben entwickelten Fundamentalsatzes itiber 
Kugelflachenfunktionen wird man eine Reihe von Partialdrucken 
ausscheiden kénnen, die, in die Integrale 80 (a) eingesetzt, das Resultat 
Null geben. Wo weitere explicite Rechnung notwendig ist, bemerken 
wir, dafs wir nach der Bildungsweise des Druckes aus dem Potential 
sofort schliefsen kénnen, dafs an der Kugeloberfliche der Druck p’ 
genau wie das Potential gy’ ein Polynom in 2’ —a, y’—b, x —e 
sein wird. Wir werden deshalb ausschliefslich Integrale von der Form 


(a) [= al yf — "(v= ef'do 


iiber die Kugelfliiche zu berechnen haben. Solange unter den Ex- 
ponenten /, m, m eine ungerade Zahl vorkommt, wird dieses Integral 
in zwei gleiche Teile entgegengesetzten Vorzeichens geteilt werden 
kénnen, und folglich den Wert Null erhalten. Ein von Null ver- 
schiedenes Resultat werden folglich nur Integrale von der Form 


(b) { @ — af" y— bY" (x — odo 


geben kénnen. 
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Das Integral niedrigster Ordnung dieser Form stellt die Ober- 
flache der Kugel dar: 


(c) [do = 4nd’. 


Die naichsten Integrale, dividiert durch den Kugelradius d, stellen 
das Volumen # der Kugel dar: 


(d) q|(@- ade = al — bao = a f@n cdo = EB. 


Denn “do ist die Grundfliche, «2 —a die Hoéhe eines cylin- 
drischen, zwischen Diametralebene und Kugelflache liegenden Volum- 
elementes der Kugel. 

Sind jetzt q’ und w' zwei beliebige Kugelflachenfunktionen 


erster Ordnung, 
gp, = A(x —a)+ Bly —b)4+ C (x — 2) 
y, = A (a —a) + By —b) + Ole —0), 


so schliefst man unmittelbar nach (d), dafs 
it / / (/ 
(e) 7{ ft 4o SE CAM ae nO 


Die nichstfolgenden Integrale der Form (b) sind vierter Ordnung 
und gestatten, das Integral des Produktes zweier Kugelflichenfunk- 
tionen zweiter Ordnung zu berechnen, und so weiter. 


84, Die von dem impulsiven Drucke herrihrende Druckkraft. — 
Wir denken uns jetzt, dafs der Kinfallsstrom durch die allgemeine 
Entwickelung 73 (a) gegeben sei, wobei wir das jetzt bedeutungslose 
konstante Glied gm, weglassen: 


Py = a(x —a)+ Bly —b) + 7(% — 6) 
S + $a (e ~ a)? + $B (y — bP + 47, (% — 0)? 
a 
+ B, (y—b) (%—-¢) + Ya(%—0) (@—a@) + eg (w—a) (y—) 
ee concn 


Wenn sich in diesem Kinfallsstrome eine Kugel unter Voluminderung, 
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aber unter Erhaltung der Kugelform bewegt, so entsteht in der 
Fliissigkeit eine Bewegung, deren Potential nach 73 (c) 


(b) 


ip a Oo) d 


ist. In der ersten Zeile rechts steht das Potential des von den 
Volumiinderungen der Kugel herrithrenden Radialstromes. Die zweite 
Zeile enthalt das Potential des Parallelfeldes und der im Parallel- 
felde bewegten Kugel unverinderlichen Volumens. Die dritte Zeile 
giebt das Potential der in dem linearen Deformationsfelde ruhenden 
Kugel, und die durch Punkte angedeuteten Glieder stellen die Po- 
tentiale der in héheren Deformationsfeldern ruhenden Kugel dar. 
Um den impulsiven Druck 


(c) — is7 


zu bilden, haben wir nach dem in d, d, 6, ¢, d, &, B, 7, day -- 
vorkommenden ¢ zu differentiieren, nicht aber nach dem in a, 8, ¢ 
vorkommenden. Das Differentiationsresultat wird, als Funktion von 
o—a, y—b, »—e betrachtet, genau dieselbe Form wie ¢ haben, 
mit denselben Relationen unter den Koefficienten. 

Der impulsive Druck wird deshalb genau wie das Potential 
als eine Entwickelung (b) nach riumlichen Kugelfunktionen auftreten, 
die sich auf der Kugelflaiche auf Kugelfliichenfunktionen reducieren. 
Diese Kugelflaichenfunktionen werden im ersten Integral 80(a) mit 


der Kugelfliichenfunktion erster Ordnung "Ss 


dem Fundamentalsatze 82(A) wird dann nur dasjenige Glied des 
impulsiven Oberflichendruckes von Bedeutung sein, welches selbst 
Kugelflichenfunktion erster Ordnung ist. Dieses Glied wird nur 
aus der zweiten Zeile von (b) entstehen kénnen. Differentiieren 
wir diese Zeile in der angegebenen Weise nach dem in d, d, 4, ¢, 
a, 3, y enthaltenen ¢ und substituieren nachher r= d, « =a’, y= y, 
%* = %, 80 ergiebt sich ein in a —a, y'—b, x'—c linearer Aus- 
druck, von dem wir nur das erste Glied 


“ multipliciert. Nach 
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|e — sp ap (@(4— @)| (@— a) + Lee 


aufzuschreiben brauchen. Multiplicieren wir diesen Ausdruck mit 
—q, So erhalten wir den Wert des impulsiven Druckes (c) an der 
Oberfliche der Kugel. Multiplicieren wir nachher mit der Kugel- 
flachenfunktion 


—{(e 2) 


und integrieren iiber die Kugelflaiche, so ergiebt sich die x-Kom- 
ponente der entsprechenden Partialkraft. Die Rechnung ergiebt nach 
der Formel 838(e) unmittelbar, dafs die nicht aufgeschriebenen 
Glieder, die 7 — b und x’—c enthalten, bedeutungslos bleiben, und 
das Resultat wird 


* Ea : ; 
qué —4q5% qi (8 (4 — 4). 


Driicken wir den Kugelradius d durch das Volumen £ aus, so er- 
giebt sich einfacher 


(d) qha—444 (E(d— 2) 


als Ausdruck der «-Komponente der auf dem impulsiven Drucke 
beruhenden partiellen Druckkraft. Die Komponenten lings den 
anderen Achsen findet man durch cyklische Vertauschung. 

Es ist bemerkenswert, dafs von dem dufseren Strome nur das 
Parallelfeld einen Beitrag zu dieser Kraft liefert. Alle héheren 
Felder sind belanglos, und alle iufseren Stréme potentieller Natur 
werden dieselbe Kraft (d) liefern, wenn sie nur dasselbe lineare 
Entwickelungsglied gemein haben. 


85. Ausscheidung wirkungsloser Partialdrucke aus dem relativen 
Energiedrucke. — Um aus dem relativen Energiedrucke 


@) —4a{ (52-4) + (G2—2)' + (52-4) } 


solche Glieder auszuscheiden, welche keine translatorische Bewegung 
der Kugel veranlassen kénnen, bemerken wir erst, dafs in der Ent- 
wickelung 84(b) des Geschwindigkeitspotentials die aufeinanderfolgen- 
den Zeilen abwechselnd gerade und ungerade Funktionen der 
Variablen x—a, y—b, ~—c darstellen. Unter einer geraden 
Funktion gy, verstehen wir eine solche, welche die EKigenschaft 
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(b,) Po (— (@-a), — (y—b), — (x0) = ,(e-a, y—b, %—6) 


hat, und unter einer ungeraden ¢, eine solche, welche die Eigenschaft 


b,) —-@ (—@=a), -— (y-B), - 2) = — pr (e-4, yb, #0) 


besitzt. Wir teilen deshalb g in einen geraden und einen un- 
geraden Teil 


(c) P = Pot ys 


wo also erste, dritte, fiinfte Zeile der Entwickelung 84(b) in g,, 
zweite, vierte, sechste und so weiter in g, enthalten sind. 

Die Ableitungen nach x, y und x von g, werden ungerade, die- 
jenigen von g, gerade. Die in den relativen Knergiedruck (a) ein- 
gehenden linearen Ausdriicke kénnen wir deshalb in der folgenden 
Weise in einen ungeraden und einen geraden Teil zerlegen 


Ox Ox ax 
Op _ 9D 0p, 
() Tidokerlerak) 


aSantg es Pt ( ter 
y d 


wo iberall das erste Glied rechts ungerade, das zweite gerade ist. 
Beim Quadrieren werden die beiden quadratischen Glieder gerade, 
und die entsprechenden Partialdrucke werden die Kigenschaft (b,) 
besitzen. Diese Eigenschaft, auf den Druck gegen die Oberfliche 
der Kugel angewendet, sagt aus, dafs diametral einander gegeniiber- 
hegende Punkte gleichen Druck erleiden. Ein Druck mit dieser 
Kigenschaft wird héchstens die Kugel komprimieren, aber keine 
Resultantkraft veranlassen kénnen. Die quadratischen Glieder miissen 
also fortgelassen werden; wirksam kann nur der ungerade, die 
doppelten Produkte enthaltende Partialdruck sein, niimlich 


ios ee (52 \*, Oo (8a  3\ , O90 [Om | 
(°) ae (ae — 4) + oe (ge — 4) + St G2 — 6) 
Der Partialdruck (e) lést sich weiter in Partialdrucke auf, wenn 
wir gy, und g, in ihre einzelnen Glieder zerlegen. 
Das erste Glied in g,, nimlich das in der ersten Zeile von 
84(b) vorkommende Potential der volumindernden Kugel, hat par- 
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tielle Ableitungen, die proportional zu —, 7 ed — sind, 


und das entsprechende Glied von (e) wird proportional zu 


Og,  .\u—a Og s\¥ — 6b Op 3\ ee 
(f) (52 a) r + (52 = 3) r + ( tg) AF 


Nun bemerken wir aber, dafs 


r Og, © — a Og, y— 6 Og, * —C 
f Pinta & Pr g Pr 
(f) On Yr “gs r Riaz r 


die radiale Geschwindigkeitskomponente im Felde g, darstellt, 
und dafs 


(ee) Aaa >a—b en =e 


die radiale Geschwindigkeitskomponente an der Oberfliche der trans- 
latorisch bewegten Kugel unverinderlichen Volumens ist. Nun ent- 
halt aber g, eben das Potential der im Parallelfelde bewegten unver- 
inderlichen Kugel und sonst nur Potentiale der in Deformationsfeldern 
héherer Ordnung ruhenden Kugel. An der Oberfliche der Kugel, 
fiir r =d, miissen also die beiden Ausdriicke (f’) und (f”) eimander 
gleich sein, und folglich der Ausdruck (f) und der damit proportionale 
Partialdruck verschwinden. Im Ausdrucke von q, lalst sich also 
das erste Glied als bedeutungslos ausscheiden. 

Wir denken uns also dieses Glied entfernt, so dals gm, von jetzt 
an mit der dritten Zeile von 84(b) anfingt, und fiihren nun die 
Differentiation des noch vollkommen allgemeinen g, aus. Dabei 
differentiieren wir wie bei einer friiheren Gelegenheit (32), erst nach 
dem in r implicite enthaltenen 2, y, x, und dann nach dem explicite 
auftretenden x, y, x. Dadurch ergiebt sich 


Drie Op OM OP: 
Ox or Oa’ 
Op, OH Yd OH 
(g) Oy Or +r dy’ 
Og, 9 * — Op, 
AV) ates Ny 


welche Werte wir in (e) substituieren. 
Nach dieser Substitution lifst sich aus (e) erst ein Glied von 
der Form 
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0 — DO Ogee ie 

(h) — 4 5r \an 6 eae er r 
ausscheiden. Die Parenthese stellt hier die Radialgeschwindigkeit im 
Felde y, dar. Nachdem das Potential der volumindernden Kugel 
ausgeschieden ist, enthilt aber gm, nur Potentiale von Strémen, welche 
tangentiell zur Oberfliche der als ruhend vorgestellten Kugel ver- 
laufen. An der Oberfliche der Kugel haben also diese Stréme die 
Radialgeschwindigkeit Null, und der mit dieser Radialgeschwindigkeit 
proportionale Druck (h) mufs hier verschwinden und also fiir die 
Resultantkraft bedeutungslos sein. 

Der andere durch die Substitution (g) hervorgehobene Teil 
von (e) wird 


; O po (99 : Oo (9 j Opo (9% | 
GQ axa Ge eles ay tte ele eee 


welcher Ausdruck jetzt alle wirksamen Glieder des relativen Energie- 
druckes enthilt. Und zwar soll hier g, erst mit der dritten Zeile 
84(b) anfangen, wihrend man gleichzeitig bei der Differentiation 
von gy; von dem im Radiusvektor r enthaltenen 2, y, x absieht. 


86. Die von dem relativen Energiedrucke herriihrende Druck- 
kraft. — Das erste Glied in gy, ist die zweite Zeile von 84(b). Die 
Ableitungen dieses Gliedes nach dem explicite vorkommenden 2, y, ~, 
werden nach Ausfiihrung der Substitution + = d 


(a) a@—t(4—¢), B—-}(6—f), ¢—}(¢-7). 


Durch Substitution in 85 (i) scheidet sich also ein Partialdruck von 
der Form 


‘ OXo,. ; Oo 13 ; 0 ; : 
(b) $9 { geld — a) + Gib — B) + ece — py} 
aus. 


Zur Bildung der «-Komponente der entsprechenden Kraft haben 
wir mit der Kugelflichenfunktion erster Ordnung 


(c) - a (a’ — a) 

zu multiplicieren und iiber die Kugelfliche zu integrieren. Aus g, 
brauchen wir deshalb nur diejenigen Glieder mitzunehmen, welche 
nach der Differentiation in Bezug auf x, y, x und der nachherigen 
Substitution + = d Kugelflichenfunktionen erster Ordnung geben. 
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y, fangt mit der dritten Zeile von 84(b) an. Nach Multiplikation der 
beiden Parenthesen miteinander enthilt diese Zeile zwei raumliche 
Kugelfunktionen, eine vom Grad 2, nimlich das Potential des De- 
formationsfeldes, und eine vom Grad —3, nimlich das entsprechende 
Reaktionspotential. Nur die erste giebt nach der Differentiation 
eine raumliche Kugelfunktion ersten Grades und folglich nach der 
Substitution eine Kugelflichenfunktion erster Ordnung. Die polare 
Kugelfunktion kommt nicht in Betracht, ebensowenig wie die folgen- 
den héheren Glieder von g,. Differentiieren wir deshalb das Potential 
des Deformationsfeldes, substituieren « = a’, y = y', x» = x und setzen 
in (b) ein, so ergiebt sich 


(Q) $q}da(a—@) + e(b-B) +4 (6-7) $W-a)+...., 


wo die durch Punkte angedeuteten Glieder y’— 6 und x —e ent- 
halten. Nach Multiplikation mit (c) und Integration iiber die Kugel- 
oberfliche ergiebt sich unmittelbar, wenn wir wieder die Formel 
83(e) zur Verwendung bringen 


(e) — $qB{ da(4— 2) + dp(b—fB) + a,(¢—7p)}, 


welches die #-Komponente der auf diesem Partialdrucke beruhenden 
Druckkraft darstellt. Die entsprechenden y- und x-Komponenten 
findet man durch cyklische Vertauschung. 

Will man die Rechnung fortsetzen, so reduciert sich die Formel 
85 (i) von jetzt an auf 


Apo Ogi , OP0 991 , 9Po 9% 
(f) —9{ SD ieee \, 
wo g, mit der dritten, y, mit der vierten, nicht ausgeschriebenen 
Zeile von 84(b) anfangt. 
Zu der eventuellen Fortsetzung der Rechnung machen wir noch 
die folgende Bemerkung. Es werden 


Oo Oo 0 Po 
Oar dy’ 0% 


immer als Summen von raumlichen Kugelfunktionen positiven oder 
negativen Grades auftreten, welche sich an der Kugelfliche auf 
Kugelfliichenfunktionen reducieren. Die in 


BsprRKNES, Vorlesungen. I. 
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auftretenden Glieder sind dagegen nicht riumliche Kugelfunktionen; 
da sie aber die Form einer raumlichen Kugelfunktion multipliciert 
mit einer Potenz von + haben, werden auch diese Glieder nach der 
Substitution r = d Kugelflichenfunktionen werden. Nach Multiplika- 
tion mit (c) erhalten wir dann unter dem Integralzeichen Produkte 
von drei Kugelfliichenfunktionen. Mit Hilfe der Identitat 


3 r O Wy pont 0 et 


2n+1 


wo w eine beliebige raumliche Kugelfunktion darstellt, kann man 
aber alle Glieder auf solche Form bringen, dafs man an der Kugel- 
flache Produkte von nur zwei Kugelfliichenfunktionen erhalt, und 
somit zur Vereinfachung der Rechnung das Fundamentaltheorem 
82(A) zur Verwendung bringen kann. 


87. Die Druckkraft gegen die Kugel. — Wir beschrinken uns 
auf die Beriicksichtigung der jetzt explicite berechneten Glieder der 
Druckkraft, nimlich des von dem impulsiven Druck 84(d), und des 
von dem relativen Energiedruck herriihrenden 86(e). Durch Ad- 
dition dieser Gheder finden wir als Komponente X der gesuchten 
Kraft: 


XxX = qHé - 29 (B(d-@)) - $98 {ea a) +e (b-B)+e, (¢—7)}. 


Die beiden ersten Glieder rechts formen wir noch durch die 
Identitiat 


Hé = at me hes 


um. Gleichzeitig kénnen wir im letzten Gliede rechts die Kompo- 
nenten I’, G, H des kinematischen Aktionsmomentes der Kugel ein- 
fiihren, nach den allgemeinsten Detinitionsgleichungen 68 (c’) dieser 
Gréfsen. Wir finden dann als Ausdruck der hydrodynamischen Druck- 
kraft, indem wir gleichzeitig die Komponenten lings der beiden 
anderen Achsen durch cyklische Vertauschung bilden: 


- ad . f - 
X= — 9G {BG4—40)}| —qab—a{aP + eat a, nh 
@) Y= —9%\BGb—4f)| —98B—o{8.P + Apa + 6, Hh 
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Diese Formeln stellen unser Hauptresultat dar, und wir werden uns 
von jetzt an nur mit Folgerungen aus diesem Resultate beschiftigen. 


88. Prifung der erreichten Genauigkeit. — Die gefundenen 
Formeln stellen im allgemeinen nur angenihert den Wert der ge- 
suchten Druckkraft dar, so dafs wir ein Kriterium fiir ihre Verwend- 
barkeit suchen miissen. 

Die nicht beriicksichtigten Partialdrucke sind in der Formel 
86 (f) enthalten, wenn y, mit der dritten, g, mit der vierten, durch 
Punkte dargestellten Zeile der Formel 84(b) anfingt. Diese Partial- 
drucke werden dann Produkte der deformativen Geschwindigkeiten 
,, &g,... 10 die deformativen Geschwindigkeiten der nachsthdheren 
Ordnung enthalten. Driicken wir diese deformativen Geschwindig- 
keiten als die Ableitungen des Potentials g, des Hinfallsstromes aus, 
so wird der erste nicht beriicksichtigte Partialdruck Produkte der 
zweiten und der dritten Ableitungen von gy, zu Koefficienten haben. 
Wenn man von Druck zu Kraft iibergeht, wird man, wie man sich 
leicht itiberzeugt, Integrale von der Form 


af ade, Ff (a —a)*(y —d)do 


tiber die Kugelflaiche zu berechnen haben. Diese Integrale geben 
Werte proportional d°, so dafs wir als Mafs der Gréfsenordnung der 
ersten vernachlassigten Partialkraft Ausdriicke von der Form 


lok 08 0? oka 
OP ee lar), at aie wel Par 
aufstellen kénnen, und verwandte Ausdriicke fiir die héheren ver- 
nachlassigten Partialkrifte. 

In einem Fall verschwinden die Produkte (a) identisch, nimlich 
wenn das Potential gw, des Hinfallsstromes keine héheren Ableitungen 
als die zweiten hat, das heifst, wenn sich das Potential der Fliissig- 
keitsbewegung exakt auf die in 84(a) explicite aufgeschriebenen 
Glieder reduciert. Also: 

Die Formein 87(a) stellen den exakten Ausdruck der Druckkraft 
gegen eine unter Volumdnderung bewegte Kugel dar, wenn der Hinfalls- 
strom nur aus einem Parallel- und einem Deformationsstrome xusammen- 


gesetxt ist. 
In allen anderen Fallen dagegen geben die Formeln 87 (a) die 
Druckkraft nur angenjhert an, und zwar mit um so gréfserer Ge- 


nauigkeit, je genauer der Hinfallsstrom, innerhalb des von der Kugel 
g* 
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eingenommenen Raumes, als ein zusammengesetzter Parallel- und 
Deformationsstrom darstellbar ist. Auf dem Vermégen des zusammen- 
gesetzten Parallel- und Deformationsstromes, innerhalb eines zweck- 
miilsig begrenzten Bereiches jeden beliebigen Strom angenahert 
wiedergeben zu kinnen (58, 59), beruht die grofse Brauchbarkeit 
der Formeln 87 (a). 

Wenn Zweifel entsteht, ob die Formeln 87 (a) mit geniigender 
Genauigkeit die Druckkraft darstellen, haben wir die Gréfsenordnung 
des Ausdruckes (a) und eventuell der verwandten Ausdriicke noch 
hédherer Ordnungen zu untersuchen. 


89. Die Bewegungsgleichungen der Kugel. — Wir denken uns 
im folgenden immer solche Bedingungen gegeben, dafs die Kraft 
mit geniigender Genauigkeit den Einflufs des Fliissigkeitsdruckes auf 
die Bewegung der Kugel darstellt. Wir kénnen dann unmittelbar 
den folgenden Satz aufstellen: 

Hine Kugel, welche von einer beliebigen cufseren Kraft (X, Y, 8) an- 
gegriffen wird, und welche sich in einem Flissigkeitsstrom befindet, wird 
sich genau so bewegen, wie rm leeren Rawme unter dem Hinflusse von xwer 
diufseren Kriften: der gegebenen Kraft (X,Y, 3) und einer xweiten Kraft 
(X, Y, Z), welche durch die Formeln 87 (a) gegeben ist. 

Dieses Satzes werden wir uns im folgenden fiir die Diskussion 
der Bewegung unserer Kugel in der Fliissigkeit bedienen. Der Satz 
lafst sich durch Formeln ausdriicken, indem wir die Bewegungs- 
gleichungen der Kugel unter dem Hinflufs dieser beiden Krifte auf- 
stellen. Krinnern wir uns, dals d,b,@ die Beschleunigungskompo- 
nenten der Kugel sind, und bezeichnen wir durch M die Masse der 
Kugel, so werden die Bewegungsgleichungen: 


Ma 


I 


ae \HGa—4a)| — qa —q)} dal + ag G + a, H\ +2 
() Mb = 9% | BQb—$A)| — ob B—9 {BP + bod + 8H! +9 


Mi = —95, |EQe— 47) —qyB—a\yaI + 7G + 7, H + 8. 


Nach diesen Gleichungen liifst sich also die Bewegung der 
Kugel in der Fliissigkeit diskutieren, ohne dafs wir auf Betrach- 
tungen hydrodynamischer Natur zuriickzugreifen brauchen. 


INDUKTIONSKRAFT UND ENERGIEKRAFT. 133 


Zweiter Abschnitt. 


Induktionskraft und Energiekraft. 


90. Teilung der Druckkraft. — Die hydrodynamische Druck- 
kraft 87(a) lafst sich in zwei Partialkrifte zerlegen, welche so ver- 
schiedene Kigenschaften haben, dafs es sich empfiehlt, ihren Hinflufs 
auf die Bewegung der Kugel getrennt zu studieren. Wir schreiben 


X= X,4X, 


(a) Vee ey, 
Ze led 


wo die Komponenten X,, Y,, Z, der ersten Partialkraft die Form 
totaler Ableitungen nach der Zeit haben, 


d 7 * . 

X, = — 914% \ 24-44) 

(b) Y, = —9%{8G6-3/)| 
dd : ae 

4, = —95{ B(4e- 4}, 


wahrend die Komponenten der zweiten Partialkraft als Aggregate 
von Geschwindigkeitsprodukten auftreten: 


X, = —qeH—qagh + agG + d,H} 
(c) Y, = —qgfB—g{P.P+ 6G + B, H} 
Z, = —qyh—afpalh + 7p G 4+ 7, A}. 


Die erste dieser Krifte wird als totale Zeitableitung einer in 
der Zeit verinderlichen Grélse in einer eigentiimlichen, fluktuierenden 
Weise auftreten, und wird, mit Riicksicht auf Newron’s Bezeichnung 
fiir solche Ableitungen, die Fluxionskraft genannt werden kénnen. 
Eine Kraft, welche in hnlicher fluktuierender Weise wirkt, und 
auch mathematisch als eine totale Zeitableitung auftritt, ist die 
elektrodynamische Induktionskraft. Nach Analogie kénnen wir des- 
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halb auch die Kraft (b) als die hydrodynamische Induktionskraft 
bezeichnen. 

Die zweite Partialkraft (c) braucht nicht diese eigentiimliche 
fluktuierende Natur zu haben, sondern kann den gewohnlichen Kraften 
der Mechanik vollstindig analog auftreten. Wie in den Ausdriicken 
fiir kinetische Energie treten in jedem Glied der Ausdriicke (c) Pro- 
dukte von Geschwindigkeiten auf, und es wird sich auch spater 
zeigen, dafs sich die Komponenten dieser Kraft als Ableitungen 
eines Energieausdruckes lings der Koordinaten darstellen lassen. 
Mit Riicksicht hierauf werden wir diese zweite Partialkraft die hydro- 
dynamische Energiekraft nennen. 


91. Erste Integration der Bewegungsgleichungen der Kugel. — 
Der Umstand, dafs die Fluxions- oder Induktionskraft als eine totale 
Zeitableitung auftritt, macht es méglich, durch eine Integration un- 
mittelbar zu dem Studium derjenigen Geschwindigkeit iiberzugehen, 
welche von der Induktionskraft erzeugt wird. Diese Geschwindigkeit 
wird mit der totalen Geschwindigkeit der Kugel identisch sein in 
solchen Fallen, wo die Induktionskraft die einzige wirksame Kraft 
ist, und sonst im allgemeinen eine besonders wichtige Partial- 
geschwindigkeit der Kugel darstellen. 


Wir schreiben die Bewegungsgleichungen 89(a) der Kugel auf, 
indem wir auf der rechten Seite den Ausdruck der Induktionskraft 
explicite beibehalten, waihrend wir diejenige Kraft, welche nicht In- 
duktionskraft ist, durch (X,,%,,8,) bezeichnen. Diese Kraft werden 
wir die totale Knergiekraft nennen; sie wird im allgemeinsten 
Falle die Summe der hydrodynamischen Energiekraft (X,, Y,, Z,) und 
der fremden, nicht hydrodynamischen Kraft (X, 9, 8) sein. 


Die Bewegungsgleichungen erhalten dann die Form: 


Fs d 
Mé = — 9% {Bbd—ge)| +2, 
() Mb = —4 5{B(4b—46)} +9, 
reigns patina neal 
Me = —q5{B(he—$7)\48,. 


Nehmen wir an, dafs zur Zeit t = 0 Kugel und Fliissigkeit in Ruhe 
waren, und integrieren wir die Gleichungen von t= 0 bis t= ¢. so 
ergiebt sich: 
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t 
Mé = —qH(ha— $a) + [2,at 
0 
t 
(b) Mb = —qH(4b—48) + [9,1 
0 
t 
Me = —q(4¢—47) + [B,at. 
0 


Auf der linken Seite dieser Gleichungen stehen die Komponenten 
der Bewegungsgrélse der Kugel; auf der rechten Seite stehen 
die Komponenten der Kraftimpulse, welche die Kugel seit dem 
Anfang der Bewegung erhalten hat. Dabei tritt der Kraftimpuls 
als die Summe von zweirpartiellen Impulsen auf, deren einer von 
der Induktionskraft (X,, Y,, Z, der andere von der Energiekraft 
(X,,¥%,,8,) herriihrt und es ist besonders hervorzuheben, dafs, wahrend 
der Impuls der Energiekraft durch nicht ausgerechnete Integrale 
ausgedriickt ist, der Impuls der Induktionskraft mit explicite be- 
rechneten Werten der Komponenten auftritt. 

Wir dividieren diese Gleichungen durch die Masse M der Kugel 
und schreiben gleichzeitig im ersten Gled rechts 


(c) M = QE, 


wo Q die Dichte, und # wie gewdhnlich das Volumen der Kugel 
darstellt. Es ergeben sich dann die Gleichungen 


é¢e= — 


t 
; Ae 1 
L (hd — $e) +57 f ¥.at 
0 


(a) b= —4(4b— 36) + a7 J 9.4 


Q. 


t 
: 1 
= ~2(h¢- 47) + arf 8.4, 
0 
welche sofort zu der Definition zweier Partialgeschwindigkeiten der 
Kugel fihren. 


92. Inducierte und energetische Geschwindigkeit des Mittel- 
punktes der Kugel. — Wir nennen die zwei Partialgeschwindigkeiten, 
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zu deren Betrachtung uns diese Entwickelung fiihrt, die inducierte 
Geschwindigkeit, welche die Komponenten 


a, = —Gib4—-#2) 
(a) b, = 5 ae) 
att ing 28 


und die energetische Geschwindigkeit, welche die Komponenten 
1 t 
i, = at} ® dt 
0 
t 
(b) b = az Bet 
0 


t 
Re ee io: 
0 
hat. 


Die in diesen Formeln enthaltenen Definitionen sind zunachst 
dynamischer Natur: 


(A) Die inducierte Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel ist 
die durch den Impuls der Induktionskraft (X,, Y,, Z,) erxeugte Partial- 
geschwindigkeit dieses Punktes. 


(B) Die energetische Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel ist 
die durch den Impuls der totalen Energiekraft (X,,Y,,8,) erxeugte Partial- 
geschwindighert dieses Punktes. 


Die Summe dieser Partialgeschwindigkeiten stellt die aktuelle 
Geschwindigkeit d, b,é der Kugel dar: 


a= 4,4 4, 
(c) b= db, -++ b, 
é= é, - é, 4 


Im allgemeinen wird eine solche Zerlegung einer Geschwindig- 
keit in Partialgeschwindigkeiten verschiedenen dynamischen Ur- 
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sprunges erst dann eindeutig bestimmt sein, wenn wir die Kriafte 
als Funktionen der Zeit kennen. Im vorliegenden Falle ist aber, 
wegen der eigentiimlichen Form der einen Partialkraft, die Zerlegung 
eine eindeutige schon ohne jede Kenntnis der dynamischen Geschichte 
des Systems. Denn wie die Gleichungen (a) zeigen, ist die inducierte 
Geschwindigkeit schon durch die zur betrachteten Zeit vorliegenden 
Geschwindigkeiten in Verbindung mit den Dichtigkeiten der Kugel 
und der Flissigkeit eindeutig gegeben. Die andere Partialgeschwin- 
digkeit, die energetische, ist folglich auch durch dieselben Daten 
eindeutig bestimmt. In diesem Umstande der eindeutigen Bestimmt- 
heit der entsprechenden Partialgeschwindigkeiten liegt zunichst die 
Berechtigung der Zerlegung der Kraft nach dem von uns benutzten 
Princip. 

Es kénnte beispielsweise von Anfang an natiirlicher erscheinen, 
in den Bewegungsgleichungen die gesamte hydrodynamische Kraft 
als die eine, und die fremde, nicht hydrodynamische Kraft als die 
andere Partialkraft zu betrachten. Wir wiirden aber dann nicht mehr 
eine entsprechende eindeutige Zerlegung der Geschwindigkeiten in die 
von der hydrodynamischen und die von der nicht-hydrodynamischen 
Kraft herriihrende Partialgeschwindigkeit erreichen. Je nachdem 
die vorausgehende Geschichte des Systems die eine oder die andere 
gewesen wire, wiirden wir verschiedene Werte der Partialgeschwindig- 
Kkeiten erhalten haben. 

Wir sind deshalb wohl berechtigt anzunehmen, dafs wir durch die 
von uns vorgenommene Teilung den zweckmiifsigsten oder vielleicht 
sogar den einzig moglichen Weg eingeschlagen haben, welcher zu 
einem vollstindigen Verstiindnis des vorliegenden Mechanismus fithren 
kann, und dies beruht vor allem auf der eindeutigen Natur der 
Zerlegung (c): 


(C) Die inducierte und die energetische Partialgeschwindigkeit des 
Mittelpunktes der Kugel sind durch die augenblicklich vorlegenden (e- 
schwindigkeiten in Verbindung mit den Dichtigkeiten der Kugel und der 
Fliissigkeit eindeutig bestimmt. 


Die Gleichungen (a) und (c) enthalten die Bezichungen zwischen 
den jetzt teils kinematisch, teils dynamisch definierten Geschwindig- 
keiten. Eliminiert man aus diesen Gleichungen die inducierte Ge- 
schwindigkeit (d,, },, ¢,), so erhalt man den Ausdruck der aktuellen 
ae (a, b, 2) der Kugel durch die energetische Geschwin- 
digkeit (4 ¢) und die Geschwindigkeit (¢, @, 7) des Hinfallsstromes, 
namlich: 


Pe) By 
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ng Ora 
On hae a Q 


nea a at re a 
(d) b, erp Hem aD o 


pip lueg 
O+79 


é, ae id Y) 
welches besonders wichtige Relationen sind. 


93. Induciertes und energetisches Feld. — Die eigentiimliche 
Behandlungsweise unserer Aufgabe, zu welcher wir durch die oben ent- 
wickelte Kindeutigkeitseigenschaft gefiihrt wurden, liifst sich auch durch 
die folgenden Worte charakterisieren: Die hydrodynamische Knergie- 
kraft wird als eine mehr unwesentliche, dem System fremde Kraft 
betrachtet, und zu der moglicherweise auch wirksamen fremden Kraft 
hinzugerechnet. Die Induktionskraft dagegen tritt als die wesentliche, 
bei der dynamischen Wechselwirkung der Kugel und der Fliissigkeit 
in erster Linie thitige Kraft auf. 

Diese Bemerkung ist wichtig, wenn wir die Kriafte in ihrem 
Zusammenhang mit den Feldern betrachten wollen. Denn die Be- 
wegungsgleichungen 91 (a) beziehen sich direkt nur auf die Bewegung 
des Mittelpunktes der Kugel, und dadurch ist noch nicht eideutig 
bestimmt, wie wir die inducierten und die energetischen Felder auf- 
zufassen haben. Im Anschlufs an die schon hervorgetretene Auf- 
fassung der Energiekraft als einer fufseren, fremden Kraft wird 
man unmittelbar zu der folgenden Fassung der Definition gefiihrt: 


(A) Das energetische Geschwindigkeitsfeld ist das Feld der trans- 
latorischen Geschwindagkeit (4, , b,, é,) innerhalb der Kugel, welches durch 
die totale energetische Kraft (X,,¥%,, 8.) erxeugt wird. 


Dieses Feld beruht also auf dem Eingreifen fremdartiger Ur- 
sachen, so dals es sich empfiehlt, bei dem Studium unseres Mecha- 
nismus uns dieses Feld als entfernt vorzustellen, und das gesamte 
dann zuriickbleibende inducierte Feld zu betrachten. Dieses indu- 
cierte Feld lifst sich deshalb nicht einfach als das durch die In- 
duktionskraft (X,, Y,, Z) erzeugte Feld definieren, sondern es ist ein 
Feld viel gréfserer Allgemeinheit, worin das durch die Induktions- 
kraft direkt erzeugte Feld als Partialfeld eingeht. Die einfachste 
Definition wird deshalb die negative: 


(B) Das inducierte Feld ist dasjenige Feld, welches xuriickbleibt, nach- 
dem man das energetische Feld entfernt hat. 
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Wahrend das energetische Feld nur innerhalb der Kugel besteht, 
wird das inducierte ein zusammenhiingendes iufseres und inneres 
Feld sein. Im fufseren Raum wird dann das inducierte Feld mit 
dem totalen, thatsiichlich vorliegenden Stromfeld identisch sein. Im 
inneren Raume ist es dagegen ein Partialfeld, welches nach der 
Entfernung der energetischen Bewegung zuriickbleibt. Bewegt sich 
die Kugel ohne Volumiinderung, so identificiert sich das innere in- 
ducierte Feld mit dem einfachen Translationsfeld (d,, b,, ¢,), dessen 
Geschwindigkeit der inducierten Geschwindigkeit im Mittelpunkte der 
Kugel gleich ist, welche durch den Impuls der Induktionskraft (X,, Y,, Z,) 
erzeugt ist. Hat dagegen die Kugel veriinderliches Volumen, so 
bleibt, nach der Entfernung der energetischen Geschwindigkeit, aufser 
der Geschwindigkeit (4,, b,, ¢,) auch noch eine radial gerichtete, durch 
die Kraft (X,, Y,, Z,) nicht erzeugte Geschwindigkeit zuriick, welche 
trotzdem zu dem inducierten Feld zu rechnen ist. 

Was wir die Induktionskraft genannt haben, mufs deshalb 
nicht als Reprisentant des ganzen Induktionsvorganges betrachtet 
werden, sondern nur als Reprisentant eines gewissen Teiles desselben. 
In der That mulfs die Induktionskraft 90(b) in Verbindung mit der 
Druckkraft in der Fliissigkeit betrachtet werden. Diese Druck- 
krafte haben wir nie explicite betrachtet, aber implicite lag ihre 
Fundamentaleigenschaft, eme nicht wirbelnde Bewegung zu erzeugen 
(15, Seite 22) allen unseren fritheren kinematischen Betrachtungen 
zu Grunde. Die jetzt zu studierende Induktionskraft erginzt diese 
Krafte, wenn wir nicht nur die Bewegung der Fliissigkeit fiir sich, 
sondern Kugel und Fliissigkeit zusammen als ein einziges bewegtes 
materielles Kontinuum betrachten. 


94. Einfiihrung der hydrodynamischen Feldintensitat. — Bei 
dem Studium des vollstiindigen inducierten Feldes wird es sich vor- 
teilhaft zeigen, die Geschwindigkeit durch eine andere Vektorgrdlse, 
nimlich die hydrodynamische Feldintensitat zu ersetzen, auf 
deren Brauchbarkeit fiir die Beschreibung der Bewegung materieller 
Kontinua wir schon friiher (18) hingedeutet haben. 

Diese Feldintensitiit ist das Produkt der Geschwindigkeit in die 
Dichte der bewegten Materie, oder auch die auf die Kinheit des 
Volumens bezogene Bewegungsgrifse der bewegten Materie. Nach 
den Elementen der Mechanik ist eine Bewegungsgrélse immer einem 
bestimmten Kraftimpuls gleichwertig. Wenn ich also die geometrische 
Verteilung der Feldintensitat in einem bewegten materiellen Konti- 
nuum kenne, so weils ich auch, welchen Kraftimpuls jedes Volum- 
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element des Kontinuums seit dem Anfange der Bewegung erhalten 
hat. Da die vorgenommene Zerlegung der uns vorliegenden Be- 
wegungsfelder eben auf der Betrachtung der von Induktionskraft und 
Energiekraft getrennt herriihrenden Impulsen beruht, ist es schon 
von Anfang an zu erwarten, dafs nach der Zerlegung die An- 
wendung der Feldintensitit anstatt der Geschwindigkeit Vorteile 
darbieten wird. 

Im Ausdrucke des Geschwindigkeitspotentials der Fliissigkeit 
treten die vier Geschwindigkeitskomponenten d, b, ¢, d der Kugel 
auf. Durch Multiplikation mit der Dichte g der Fliissigkeit erhalten 
wir die entsprechenden Feldintensititen; diese werden als Parameter 
in die Feldintensititspotentiale eingehen, und wir werden sie durch 
a, b, c,d bezeichnen. Gleichzeitig kommen im Ausdrucke des Ge- 
schwindigkeitspotentials der Fliissigkeit die Geschwindigkeitskompo- 
nenten @, f, 7 vor; die entsprechenden Feldintensititen werden wir 
durch @, 2, 7 bezeichnen, und das dem Geschwindigkeitspotential 
entsprechende Feldintensitatspotential schreiben wir @. 

Im Innern der Kugel ist es nur das inducirte Partialfeld, dessen 
Darstellung durch Feldintensitiiten Interesse hat. Natiirlich kann 
man auch das energetische Feld durch Feldintensititen ausdriicken; 
da es aber schon an sich absolut einfach ist, und nur getrennt 
nicht unmittelbar in Verbindung mit den anderen Feldern betrachtet 
werden wird, hat dieser Ubergang zu einer anderen Darstellung 
weniger Interesse. Das Feld, welches nach Entfernung des ener- 
getischen Feldes im Innern der Kugel zuriickbleibt, lifst sich durch 
die drei Geschwindigkeitskomponenten d,, b,, ¢, und die Radial- 
geschwindigkeit d ausdriicken. Der Dichtigkeitsfaktor ist jetzt Q, 
und wir werden die entsprechenden vier Feldintensitiiten durch 
A, B, C, D bezeichnen. Das entsprechende Potential der Feldintensitiit 
im Innern der Kugel, welches aus dem Potential , des inducierten 
Geschwindigkeitsfeldes entsteht, werden wir durch ® bezeichnen. 

Fiir den Ubergang von Geschwindigkeiten zu Feldintensitiiten 
erhalten wir also das folgende Schema: 


fie od Bi os A = 04 
b = qb b= a6 B= Qo. 
(a) é= qé ¥ = a7 C= Q¢, 
Dire args Dienst) 
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Wenn wir mit Hilfe dieser Ausdriicke die Geschwindigkeiten 
der Formeln 92(a) durch die entsprechenden Feldintensitiiten er- 
setzen, so ergiebt sich 


4 = —40+}e 
(b) B= —45+98 
C= —42+ 27. 


Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, meinen wir, wenn 
wir von der Feldintensitit schlechthin reden, nur die Feldintensitit 
in der inducierten Partialbewegung. Dieses mufs zur Vermeidung 
naheliegender Missverstiindnisse stark hervorgehoben werden. Die 
Feldintensitat der totalen vorliegenden Bewegung wiirden wir eventuell 
als die totale Feldintensit&it, diejenige der energetischen Partial- 
bewegung als die energetische Feldintensitait bezeichnen. Die Be- 
trachtung derselben bietet aber kein besonderes Interesse dar. 

Da der Ubergang von Geschwindigkeit zu Feldintensitat fiir 
das folgende aufserst wichtig ist, fassen wir noch das Vorhergehende 
in die folgende Regel zusammen: 

(A) Man geht von der Geschwindigheit xu der Feldintensitét in der 
Weise iiber, da/s man erst die energetische Partialgeschwindigkeit entfernt, 
und die tibrigbleibende, inducierte Geschwindigkeit mit der Dichte des be- 
wegten Stoffes multipliciert. 

Diese Regel ist allgemein giiltig: in der Fliissigkeit, wo tber- 
haupt keine energetische Geschwindigkeit vorkommt, reduciert sich 
alles auf die Multiplikation mit der Dichtigkeit g. Im Innern der 
Kugel gilt dasselbe, solange keine Energiekraft thitig gewesen ist, 
nur dafs der Dichtigkeitsfaktor hier Q ist. Wirkt aber eine Energie- 
kraft, so mufs erst die energetische Geschwindigkeit entfernt werden. 

Im Anschlufs an diese Regel, welche unsere Definition der 
Feldintensitit enthilt, kénnen wir den folgenden Satz aufstellen, 
welcher die dynamische Bedeutung dieser Gréfse erliutert: 

(B) Die Feldintensitat in eunem belebigen Punkte ist gleich dem- 
jenigen Kraftimpuls, welchen das dort befindliche Volwmelement des be- 
wegten materiellen Kontinwums seit dem Anfange der Bewegung erhalten 
hat, wobei der von der Energiekraft herriihrende Impuls nicht mitgerechnet 
werden darf. 

Das Entfernen des energetischen Impulses kommt wieder nur 
in Frage, wenn man die Verhiltnisse im Innern der Kugel be- 
trachtet, und dabei auch nur, wenn die Kugel thatsichlich von einer 
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Energiekraft hydrodynamischen oder nicht hydrodynamischen Ur- 
sprunges angegriffen wird. 


95, Selbstinduktion und Fremdinduktion. — Die hydrodyna- 
mische Induktionskraft tritt als eine Summe von zwei Partialkraften 
verschiedenen Ursprunges auf: 


Xe Xi Sy, 
(a) Y=, Tack oy 
Deel aa 


Die erste dieser Partialkriifte 


d 
5 a 
d 
(b) Yi a =e qi) 
9 d $ 
Z, = — 404, (He) 


hingt nur von der Bewegung der Kugel in Verbindung mit dem 
blofsen Vorhandensein der Fliissigkeit ab, und kann dementsprechend 
als die selbstinducierende Kraft bezeichnet werden. 


Die zweite 
Pe ee 
X, = $95; (He) 
(c) y, = go (EB) 
fi Ie ef uf 
d = 
4, = $99;(47) 


ist dagegen von der Bewegung der Fliissigkeit abhingig. Sie be- 
ruht auf einer fiir die Kugel fremden Bewegung, und kann als die 
fremdinducierende Kraft bezeichnet werden. 

Die selbstinducierende Kraft lifst sich von jeder anderen Kraft 
hydrodynamischen Ursprunges getrennt studieren. Denn setzen wir 
voraus, dafs zu jeder Zeit 


(d) = B = 
so verschwindet die fremdinducierende Kraft identisch. Die Be- 


dingungen (d) sagen aus, dals kein Kinfallsstrom vorhanden ist. Denn 
sind die linearen Geschwindigkeiten dauernd Null, so kénnen auch 
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nicht deformative Geschwindigkeiten «,, (ig; Oy) Py) - «> bestehen: 
Hs wird dann nicht nur die fremdinducierende Kraft verschwinden, 
sondern auch die gesamte Energiekraft 90(c). Der Erscheinung der 
reinen Selbstinduktion begegnen wir also, wenn sich eine Kugel in 
urspriinglich ruhender Fliissigkeit bewegt, und die selbstinducierende 
Kraft wird dann die einzige Kraft hydrodynamischen Ursprunges 
sein, welche iiberhaupt in Frage kommt. 

Die fremdinducierende Kraft lifst sich dagegen nicht isolieren. 
Denn die Wirkung derselben wird notwendig die Bildung einer Ge- 
schwindigkeit (4, b, 2) der Kugel sein, und mit dem Auftreten dieser 
Geschwindigkeit, oder schon mit dem Auftreten der zur Bildung 
dieser Geschwindigkeit notwendigen Beschleunigung tritt auch sofort 
die selbstinducirende Kraft in Wirksamkeit. Eine reine Fremd- 
induktionserscheinung besteht also nicht in demselben Sinne, als 
die reine Selbstinduktionserscheinung. Indem wir den Gesichtspunkt 
etwas veriindern, werden wir aber sagen, dals die Erscheinung der 
reinen Fremdinduktion vorliegt, wenn die fremdinducierende Kraft 
die einzige primaire Ursache der Bewegung der Kugel ist. Denn 
wihrend die selbstinducierende Kraft niemals primir bewegungs- 
erzeugend wirken, sondern nur die auf anderen Ursachen be- 
ruhende Bewegung modificieren kann, hat die fremdinducierende 
Kraft, wie jede fremde Kraft, das Vermégen, eine Bewegung von 
Anfang an einleiten zu kénnen. 

Wenn deshalb die inducierende Kraft als einzige Ursache der 
Bewegung der Kugel auftritt, werden wir sagen, dafs die Erscheinung 
der reinen Fremdinduktion vorliegt. Die Bedingung fir das Auf- 
treten derselben wird dann, dafs die Kugel keine auf die Wirkung 
einer Energiekraft zuriickfiihrbare Geschwindigkeit besitzt, also 


(e) i= 0, 67.0. 


Dieses Verschwinden der energetischen Geschwindigkeit mége sonst 
darauf beruhen, dafs keine Energiekraft, weder hydrodynamischen 
noch fremden Ursprunges, besteht, oder darauf, dafs die fremde 
Energiekraft der hydrodynamischen Energiekraft genau gleich und 
entgegengesetzt ist. 

Es empfiehlt sich, die somit definierten Erscheinungen der 
reinen Selbstinduktion und der reinen Fremdinduktion getrennt zu 
studieren, ehe wir zu dem allgemeinsten Falle der hydrodynamischen 
Induktion und zu dem Zusammenwirken von Induktionskraft und 


Energiekraft iibergehen. 
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Dritter Abschnitt. 


Die reine Selbstinduktion. 


96. Bewegung einer Kugel in urspriinglich ruhender Flissig- 
keit. — Die Bedingungen fiir das Zustandekommen der reinen Selbst- 
induktionserscheinung sind also durch die Gleichungen 95 (d) gegeben, 
wonach der Einfallsstrom verschwindet, so dafs sich die Kugel in 
urspriinglich ruhender Fliissigkeit bewegt. Die Bewegungen der 
Kugel und der Fliissigkeit werden dann in kinematischer Beziehung 
durch die Potentiale 35 (a) und (b) gegeben sein, niimlich 


Dea, = d + d(x—a)+b(y—b)+é(% —Cc) 
(a) er 
Gy — d= $5 {a(w— a) + by —b) + (x — of. 


Das entsprechende Geschwindigkeitsfeld wird in Specialfillen durch 
die Figuren 1 oder 7, im allgemeinsten Falle durch ein Kuryen- 
system wie dasjenige der Figur 8 gegeben sein. 

In diesem Falle ist also die selbstinducierende Kraft 


d f 

X= — hah (Ed) 

b Fok Saree 
(b) ‘a. aon 24 7, (H#6) 
d ‘ 

Z, = —49" (He) 


die einzig auftretende Kraft hydrodynamischen Ursprunges. Durch 
Ausfiihrung der Differentiation nach der Zeit nehmen die Ausdriicke 
dieser Kraftkomponenten die Form 


X, = —t¢qHé—igqka 
(b') Y, = =}qHb—iqhb 
Z,= —tqHée—l¢ake 


an. Hat endlich die Kugel konstantes Volumen, so verschwindet 
das letzte Glied rechts, und wir erhalten einfacher: 
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Aver aag ha 
(b”) Vea tgs 
Z,= —4¢qHé 


Wie schon oben hervorgehoben, kann diese Kraft nicht primiir 
bewegungserzeugend wirken, ebensowenig wie die trige Reaktion 
eines Kérpers gegen Bewegungsiinderungen bewegungserzeugend 
wirken kann. Mit der auf der Trigheit beruhenden Reaktion ist 
nimlich diese Kraft sehr nahe verwandt, wie man aus dem Special- 
fall (b”) sieht. Denn in diesem Falle ist die Kraft, genau wie die 
wegen der Tragheit eintretende Reaktion, der augenblicklich vor- 
liegenden Beschleunigung a, 6, ¢ entgegengesetzt gerichtet, und der 
Unterschied reduciert sich darauf, dafs als Proportionalitiitsfaktor 
nicht die Masse M der Kugel selbst, sondern die Hilfte der von 
der Kugel verdringten Fliissigkeitsmasse 


(c) m = gt 


auftritt. 

Im allgemeinen Falle (b’) veraindern sich die Verhiltnisse insofern, 
als dieser Proportionalititsfaktor nicht mehr eine konstante, sondern 
eine verinderliche Grélfse ist, wihrend gleichzeitig eine erginzende, 
von den Geschwindigkeitsprodukten Hd, Hb, Heé abhingige Partial- 
kraft hinzutritt. Aber auch diese letzte Partialkraft kann nur in 
eine schon vorhandene Bewegung der Kugel modificierend eingreifen, 
und nicht selbst prim’r bewegungserzeugend wirken, weil sie eben 
das Vorhandensein einer Geschwindigkeit der Kugel voraussetzt. 

Als primaire Bewegungsursache und erste Bedingung fiir das 
Eintreten der reinen Selbstinduktionserscheinung muls deshalb not- 
wendig eine fremde Energiekraft entweder wirken oder gewirkt 
haben, so dafs eine energetische Geschwindigkeit vorhanden ist. 

Den Ausdruck der von der selbstinducierenden Kraft erzeugten, 
inducierten Geschwindigkeit finden wir aus 92(a), wenn wir @, 
und 7 gleich Null setzen, also 


peteder oy dis 
a, =a 7} ‘ta 
. q s 
(d) b= —435> 
ph eh ead ae a 
C; = a a 


BsERKNES, Vorlesungen, I. 


146 DRITTER TEIL. DRITTER ABSCHNITT. 


Diese Gleichungen stellen also Relationen zwischen der inducierten 
und der aktuellen Geschwindigkeit der Kugel dar. Gleichzeitig gehen 
die Gleichungen 92(d) in die folgenden 


ee 
em Loe 
ers 
(e) Beret 
rh Ss Q of 
ree): 


iiber, welche Relationen zwischen der aktuellen und der energeti- 
schen Geschwindigkeit der Kugel darstellen. 

Die folgende Diskussion der reinen Selbstinduktionserscheinung 
wird in zwei wesentlich verschiedene Teile zerfallen. 

Erst betrachten wir nur die Bewegung des Mittelpunktes der 
Kugel, eine Bewegung, welche vollstiindig gegeben ist durch die zwei 
explicite betrachteten Krifte, die fremde Energiekraft und die hydro- 
dynamische Induktionskraft. Bei dieser Diskussion werden wir der Kin- 
fachheit halber den Ausdruck der Geschwindigkeit der Kugel als Syno- 
nym fir die Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel verwenden. 

Dann gehen wir zu der Frage von den inducierten Feldern 
iiber, wobei, sofern Volumiinderungen vorliegen, die Geschwindigkeit 
der Kugel nicht nur als die Geschwindigkeit ihres Mittelpunktes 
aufzufassen ist. Bei diesem Studium begegnen wir einem kinematisch- 
dynamischen Vorgang grofser Allgemeinheit, bei welchem die im 
Mittelpunkte der Kugel angreifende, explicite berechnete Induktions- 
kraft nur eine ergiinzende Rolle spielt neben den im ganzen 
Flissigkeitsfelde auftretenden Druckkriften, die wir nie explicite 
betrachtet haben, wihrend doch ihre Eigenschaft, Bewegungen nur 
potentieller Natur zu erzeugen, die Grundlage aller unserer kinema- 
tischen Betrachtungen bildete. 


97. Vergleich der Bewegung der Kugel im leeren Raume und 
in der Flissigkeit. — Da in dem vorliegenden Falle die selbst- 
inducierende Kraft die einzige wirksame Kraft hydrodynamischen 
Ursprunges, und die energetische eine vollstiindig fremde, nicht 
hydrodynamische Kraft ist, kommen wir zu der folgenden einfachen 
Auffassung der energetischen Geschwindigkeit. 

Die energetische Geschwindigkeit ist diejenige Geschwindigkeit, 
welche die Kugel im leeren Raume wiirde angenommen haben unter 
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dem Einflufs derselben fremden Kraft, die in der Flissigkeit auf 
sie wirkt. 

Diese Bemerkung fihrt von selbst zu einer einfachen Form 
der Diskussion der Bewegung der Kugel in der Fliissigkeit. Wir 
vergleichen die Gesetze dieser Bewegung mit den uns vollstindig 
vertrauten Gesetzen der Bewegung, welche dieselbe Kugel im leeren 
Raume unter sonst gleichen Bedingungen annimmt, das heifst unter 
dem Einflusse einer Kraft, welche in beiden Fillen als dieselbe 
Funktion der Zeit auftritt; denn bei der Integration 91 war die 
Zeit die Variable. Da die Kugel bei der Bewegung einmal in der 
Flissigkeit und einmal im leeren Raume zu den verglichenen Zeit- 
punkten im allgemeinen verschiedene Lagen einnimmt, so werden 
die Krafte, welche als dieselben Funktionen der Zeit auftreten, 
meistens verschieden sein, wenn sie als Funktionen der Koordinaten 
betrachtet werden. Von dieser Abhingigkeit der Kraft von den 
Koordinaten sehen wir aber ganz ab. 

Unter den somit festgestellten Voraussetzungen sagen die 
Gleichungen 96(e) unmittelbar folgendes iiber die Bewegung der 
Kugel in der Fliissigkeit und die gewihlte Vergleichsbewegung im 
leeren Raume aus: 

Unter dem Hinflusse derselben dufseren Kraft wird sich die Kugel 
im der Fliissigkert mit 


Q 
(@) Q+t4 


mal kleinerer Geschwindigkeit als wm leeren Rawme bewegen. 


Der Faktor (a), oder das Hemmungsverhiltnis, hingt nur von 
der Verhiltniszahl Q:q ab, und nimmt mit dem Werte dieser Ver- 
haltniszahl immer zu. Ist @:q gleich Null, die Kugel also un- 
endlich leicht relativ zu der Fliissigkeit, so wird (a) gleich Null 
oder es tritt absolute Hemmung der Bewegung der Kugel ein; an 
der anderen Grenze, wenn @: q unendlich, die Kugel also unendlich 
schwer im Verhialtnisse zu der Flissigkeit ist, erreicht (a) seinen gré{sten 
Wert 1, so dafs die Hemmung verschwindet. Sonst ist das Hemmungs- 
verhaltnis eine Konstante, wenn die Kugel unveriinderliches Volumen 
hat, dagegen eine von der Zeit abhiingige Gréfse, wenn sie ver’ander- 
liches Volumen hat, so dafs die Dichte @ variabel ist. 

Wir betrachten erst den einfachen Fall, dafs die Kugel kon- 
stantes Volumen hat, und dafs die fremde Kraft schon zu wirken 
aufgehdrt hat. Bei der Vergleichsbewegung im leeren Raume wird 
dann die Kugel mit der konstanten Geschwindigkeit (@,, b,, ¢,) fort- 

10* 
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schreiten, und die durch Multiplikation mit dem konstanten Faktor 
(a) entstandene Geschwindigkeit (a, 6, ¢) wird also auch konstant sein. 
Die inducierende Kraft, welche in diesem Falle die Form 96 (b”) 
hat, hért also zu wirken auf, und die Kugel schreitet fort wie im 
leeren Raume, wenn keine Kraft eingreift. Der Einflufs der Flissig- 
keit zeigt sich nur darin, dafs die erreichte Geschwindigkeit (d, 6, ¢) 
im Verhiltnis (a) kleiner ist als im leeren Raume, und zwar beruht 
dieses auf dem vorhergehenden Kingreifen der selbstinducierenden 
Kraft zu der Zeit, wo die Bewegung erzeugt wurde. 

Hat die Kugel verinderliches Volumen, so wird die Vergleichs- 
bewegung im leeren Raume nach genau denselben Gesetzen ver- 
laufen, als wenn sie konstantes Volumen hatte, im besonderen wird 
die energetische Geschwindigkeit (d,, b,, ¢,) konstant sein, nachdem die 
Kraft zu wirken aufgehért hat. Die Induktionskraft hat aber jetzt 
die allgemeinste Form 96(b’), und wird nicht mehr gleichzeitig mit 
der Energiekraft verschwinden, sondern in einer eigentiimlichen 
Weise regulierend in die Bewegung eingreifen. Die Geschwindigkeit 
(a, 6, é) wird niimlich, wegen der konstanten Natur von (4,, 6,, ¢,) und 
der verinderlichen Natur des Faktors (a) eine veranderliche sein, 
und zwar so, dass die Kugel bei gréfster Dichte am schnellsten 
und bei kleinster Dichte am langsamsten fortschreitet. Liegen also 
beispielsweise periodische Volumianderungen oder Pulsationen vor, 
so wird ein eigentiimlicher Rhythmus in dem Fortschreiten der Kugel 
eintreten, aber so, dafs ihre Geschwindigkeit im Mittel konstant 
bleibt. Die Bewegung der Kugel wird dann in zwei einander 
superponierten Partialbewegungen bestehen, einer gleichmifsig fort- 
schreitenden und einer oscillierenden, Es ist wichtig, zu beachten, 
dafs diese eigentiimlichen selbstinducierten Oscillationen der Kugel 
nicht mit den Pulsationen synchron, sondern um eine viertel Phase 
verschoben sind, denn die Geschwindigkeit (a, b, ¢) wird nach 96 (e) 
bei kleinstem Volumen am grdfsten, wihrend die Pulsationsintensitiit 
bei mittlerem Volumen am grolsten ist. 

Der Vergleich mit dem Felde der Figur 8 ist lehrreich. Der 
neutrale Punkt des Feldes wird wihrend der Expansionsbewegung 
hinter und wihrend der Kontraktionsbewegung vor der Kugel 
hegen. Dabei bewegt sich die Kugel, als wiirde sie von dem neu- 
tralen Punkte angezogen: ihre Bewegung wird verzigert, wenn dieser 
Punkt hinten, beschleunigt, wenn er vor der Kugel liegt. 


98. Die Bahn der Kugel. — In dem einfacheren Falle, wo 
die Kugel konstantes Volumen hat, kénnen wir auch unmittelbar 
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ihre Bahnen im leeren Raume und in der Fliissigkeit vergleichen. 
Denn wenn der Reduktionsfaktor eine yon der Zeit unabhangige 
Grosse ist, lassen sich die Gleichungen 96(e) nach der Zeit integrieren. 
Wenn wir dabei sofort die Integrationskonstante gleich Null setzen, 
fiihrt die Integration zu den Gleichungen 


Se Ors 
” ~ O+¥q" 
gv 
a pee 
) Othe * 
Se 
"= O+tq% 


a, b,c sind hier die Koordinaten des Mittelpunktes der Kugel, wenn 
sie sich in der Fliissigkeit bewegt, und a, b,, c, kénnen als die 
Koordinaten der Kugel im Falle der idealen Vergleichsbewegung 
aufgefafst werden. Wir finden also das Resultat: 


Unter dem EHinflusse derselben diufseren Kraft wird eine Kugel kon- 
stanten Volumens eine thnliche Bahn in der Fliissigkeit wie im leeren 
Raume durchlaufen, nur da/s die linearen Dimensionen in demselben 
konstanten Verhdltnisse wie die Geschwindigkeit verkleinert werden. 

Dafs wir, wie schon hervorgehoben, die Kraft als Funktion der 
Zeit und nicht als Funktion der Koordinaten betrachten, mufs hier 
besonders festgehalten werden. Das folgende Beispiel wird den 
Unterschied erliutern. Eine an einem elastischen Stabe befestigte 
Kugel wird im leeren Raume in einer Lissasous’schen Kurve herum- 
laufen. Wenn die Kugel eine solche Kurve durchlauft, wird die 
Kraft als eine bestimmte Funktion der Zeit auftreten. Wenn die 
Kugel jetzt in die Flissigkeit eingebracht wird, so tritt die Bewegung 
in der verkleinerten Lissasous’schen Kurve ein, wenn die Kraft die- 
selbe Funktion der Zeit bleibt. Diese Kraft erhilt man aber nicht 
durch die Befestigung der Kugel auf demselben Stabe, denn das 
wiirde zur Folge haben, da(fs die Kraft, als Funktion der Koordinaten 
betrachtet, dieselbe bliebe, und folglich eine andere, als die ver- 
langte, wenn die Kugel in der kleineren Bahn herumliefe. Der Ver- 
such im leeren Raume dient also nur zu der rein mathematischen 
Definition der verlangten Kraft als Funktion der Zeit, und zwar wiirde 
man, um den konkreten Versuch auszufiihren, einen steiferen Stab zu 
wihlen haben, wenn sich die Kugel in der Fliissigkeit bewegen soll. 

Der Satz ist nicht mehr giiltig, wenn die Kugel veranderliches 
Volumen hat. Indessen kann man leicht die Natur der dabei ein- 
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tretenden Modifikationen der Bahn iiberblicken. Die Kugel hat bei 
grofserer Dichte etwas gréfsere, bei kleinerer Dichte etwas kleinere 
Geschwindigkeit, als bei einer konstanten mittleren Dichte. Die 
Kugel verinderlichen Volumens wird deshalb abwechselnd etwas vor 
oder etwas nach der Kugel konstanten Volumens kommen, und bei 
schnellen Pulsationen mit kleinen Amplituden wird der Unterschied 
unerheblich sein, so dafs wir in den meisten Fallen den aufgestellten 
Satz benutzen konnen, jedenfalls, um uns qualitativ iiber die Bahn 
der Kugel zu orientieren. Und zwar wird es um so genauer ge- 
schehen kénnen, je kleiner die Volumanderungen sind. 


99. Das Feld der inducierten Geschwindigkeit, wenn die Kugel 
konstantes Volumen hat. — Die eben durchgefiihrte Diskussion der 
Bewegung des Mittelpunktes der Kugel erlaiutert die allgemeine 
Wirkungsweise der selbstinducierenden Kraft 96(b). Wir gehen jetzt 
zu der Betrachtung der Felder iiber, indem wir nach der Definition 
93(B) das energetische Feld ausscheiden, um das zuriickbleibende 
inducierte Feld besonders zu studieren. 

Um erst den einfachsten Fall zu untersuchen, denken wir uns, 
dafs die Kugel konstantes Volumen hat. In 96(a) ist dann d gleich 


Null, und das Potential © der inneren Geschwindigkeit vereinfacht 
sich auf: 


(a) (b= ad(a—a)+ b(y—b)+é(% —e). 


Dieses Potential kénnen wir in derselben Weise wie die Ge- 
schwindigkeit 92(c) zerlegen, nimlich in das Potential der ener- 
getischen, 


(b) ®, = d,(e©—a)+b,(y—b)+4(%— 6), 
und das Potential der inducierten Geschwindigkeit, 
(c) Dp, = a, (x ——- a) + b.(y — b) + 6,(% = c) . 


Stellen wir uns auf den Standpunkt unserer friiheren, rein kine- 
matischen Betrachtungen, so haben wir es nur mit dem Potential 
(a) der aktuellen Geschwindigkeit zu thun. Aus rein kinematischen 
Betrachtungen haben wir abgeleitet, dafs die Kugel, wenn sie die 
durch dieses Potential gegebene Bewegung hat, eine solenoidal an- 


schliefsende Bewegung in der Fliissigkeit erzwingt, welche durch 
das Potential 
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3 


(d) p = —$ 5 4(e—0) + b(y—b) + e(z 0) 


dargestellt, wird. 


Jetzt betrachten wir aber denselben Vorgang von dem Stand- 
punkte unserer eben angestellten dynamischen Uberlegungen aus. 
Befindet sich dann die Kugel erst im leeren Raume, so entsteht die 
durch das Potential (b) der energetischen Geschwindigkeit dargestellte 
Bewegung. Befindet sie sich aber in der Flissigkeit, so entstehen 
aufser der energetischen auch zwei andere Bewegungen: die durch 
(d) gegebene Bewegung der umgebenden Fliissigkeit, und die durch 
(c) gegebene inducierte Bewegung der Kugel. Die letztere super- 
poniert sich der energetischen (b) und erzeugt dadurch die that- 
sichliche Bewegung (a) im Innern der Kugel. 


In Anschlufs an diese Betrachtungen kénnen wir sagen: die 
Potentiale (a) und (d) stellen kinematisch zusammengehérende, aus 
kinematischen Griinden gleichzeitig miteinander entstehende Bewe- 
gungen dar; (d) und (c) dagegen stellen dynamisch zusammen- 
gehérende, aus dynamischen Griinden gleichzeitig miteinander ent- 
stehende Bewegungen dar. Das Studium der kinematisch zusammen- 
gehérenden Bewegungen bildete 1m vorhergehenden, kinematischen 
Teil unseren einzigen Gegenstand. Jetzt erweitert sich die Aufgabe 
so, dafs wir zugleich die dynamisch zusammengehérenden Bewegungen 
in die Untersuchung aufzunehmen haben. 

Das Feld dieser dynamisch zusammengehérenden Bewegungen 
heifst nach unserer Definition 98(B) das inducierte Feld. Das- 
selbe bildet ein vollstindiges Vektorfeld, und wir werden dasselbe 
untersuchen, genau wie wir friiher das aus zwei kinematisch 
zusammengehorigen Feldern gebildete Gesamtfeld untersucht haben. 

Die zwei Felder (d) und (c) fiir sich betrachtet, sind Lapnacr’- 
sche Felder, genau wie die kinematisch zusammengehérigen (a) und 
(d). Alles wird deshalb auf die Verhiltnisse an der Grenzfliche 
ankommen. Vergleichen wir besonders die Werte der Potentiale (c) 
und (d) an der Obertliche der Kugel. Wir substituieren also r = d, 
und geben gleichzeitig x, y, x die Werte a’, 1’, x’, welche die laufenden 
Koordinaten an der Kugelfliche sind. Erinnern wir uns dann zu- 
gleich der Werte 96 (d) der inducierten Geschwindigkeitskomponenten, 
so ergiebt sich ohne weiteres zwischen den Potentialwerten gy’ und ®/ 
an der Oberflaiche der Kugel die einfache Relation: 


(e) q gy = Q ‘p! i 
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Differentiiert man lings einer zur Grenzfliche tangentiellen Richtung 
s, und stellt nachher die Gleichung um, so ergiebt sich: 


dg’ , OP . 
(f) uhh oe 


Also finden wir das einfache Resultat, dafs sich an der Grenzflache 
die tangentiellen Geschwindigkeitskomponenten umgekehrt 
wie die Dichtigkeiten verhalten. 


100. Einfiihrung der Feldintensitat. — Diese Grenzflachen- 
bedingung ist mit keiner der beiden als besonders wichtig hervor- 
gehobenen Grenzflichenbedingungen, nimlich der solenoidalen (8) 
und der potentiellen (9), identisch. Offenbar ist sie aber mit der 
potentiellen nahe verwandt, und es geniigt, die Geschwindigkeiten 
durch die entsprechenden Feldintensititen (94) zu ersetzen, um 
Vektorfelder zu erhalten, deren Potentiale 


(a) P= 1, b= QO, 
sich an der Grenzfliche kontinuierlich aneinander schliefsen: 
(b) | p=, 


Die Feldintensitat erfiillt also die potentielle Grenzflachen- 
bedingung, und da zugleich beide Partialfelder potentiell sind, so 
bilden sie zusammen ein potentielles Gesamtfeld (9). 


Multiplicieren wir die expliciten Ausdriicke 99(c) und (d) mit 
@ und q, und benutzen die Bezeichnungen 94(a), so ergeben sich 
als explicite Ausdriicke der Feldintensititspotentiale: 


(c) 
(p = A(x —a)+ Biy—b) + C(% —e). 


Da &, f, y, und folglich auch @, 8,7 gleich Null sind, so reducieren 
sich gleichzeitig die Gleichungen 94(b) auf: 


@ d4=-}0, Bs —-}b, Gm —4e. 


tole 


Von den expliciten Potentialausdriicken (c) in Verbindung mit den 
Relationen (d) kommt man auch unmittelbar zu der Gleichung (b) 
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und dem Resultat iiber die potentielle Natur der Feldintensitit im 
ganzen Raume zuriick. 


101. Vollstandiges Potentialfeld und vollstandiges Solenoidal- 
feld. — Von unserer friiheren Beschreibung der vorliegenden Be- 
wegungserscheinung durch die Geschwindigkeit, welche ein voll- 
stindiges Solenoidalfeld bildet, sind wir also zu einer neuen Be- 
schreibungsform gelangt, wo eine im ganzen Raume _potentielle 
Vektorgrifse, die Feldintensitat, zur Verwendung kommt. Das voll- 
stindige Solenoidalfeld ist in der Figur 7 durch ein System yon 
vollstandig in sich geschlossenen Stromréhren dargestellt. Kine Dar- 
stellung des vollstindigen Potentialfeldes wiirde man erhalten, wenn 
man die zu den Kurven der Figur 7 normal verlaufenden Kurven 
zeichnete. Diese Kurven wirden bei der Umdrehung der Figur die 
sich kontinuierlich durch die Grenzfliche fortsetzenden Aquipotential- 
flachen der Feldintensitiit darstellen. Wahlt man die nacheinander 
folgenden Kurven oder Flaichen mit Potentialunterschied Eins und 
benutzt eine hinlanglich kleine Kinheit, so erhalt man die lamellire 
Darstellung (6) des vollstiindigen Potentialfeldes. 

Hierbei ist zunichst zu bemerken, dafs man in beiden Fallen 
eine gleich vollstandige Beschreibung der vorliegenden Bewegungs- 
erscheinung erreicht. Denn ist die aktuelle Geschwindigkeit durch die 
Potentiale 99 (a) und (d), und sind zugleich die Dichtigkeiten q und Q 
gegeben, so kann man in eindeutiger Weise, wie oben entwickelt, 
erst die energetische Geschwindigkeit ausscheiden, und dann durch 
Multiplikation der riickbleibenden inducierten Geschwindigkeiten mit 
den Dichtigkeitsfaktoren zu den Potentialen der Feldintensitaten 
100 (a) und (c) gelangen. Sind andererseits diese Feldintensitits- 
potentiale und zugleich die Dichtigkeiten g und Q gegeben, so kann 
man durch Division durch die Dichtigkeiten zu den Potentialen 
der inducierten Geschwindigkeiten zuriickkommen, und von der in- 
ducierten Geschwindigkeit der Kugel schliefst man nach den Glei- 
chungen 96(d) eindeutig auf ihre aktuelle Geschwindigkeit. 

Zur weiteren Veranschaulichung haben wir in den Figuren 24 
und 25 die beiden Felder durch Pfeile dargestellt, welche die Grofse 
und Richtung der Vektoren darstellen. Die beiden formell gleich- 
berechtigten Beschreibungsformen lassen verschiedene Higenschaften 
der Bewegung zu Tage treten. 

Die Darstellung durch Geschwindigkeit (Fig. 24) ist zunichst 
die anschaulichste, weil man sofort die richtige Vorstellung von der 
Ortsverinderung der Kugel erhilt. Weiter zeigt diese Darstellung 
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unmittelbar, wie das Fortschreiten der Kugel die Bewegung in der 
Flissigkeit aus rein kinematischen Ursachen hervorzwingt. 

Die zweite Figur zeigt, wie die Flissigkeit dynamisch gegen 
die aus kinematischen Ursachen hervorgegangene Bewegung reagiert. 


Fig. 24. Geschwindigkeitsfeld der fortschreitenden Kugel. 


Die Feldintensitiiten stellen nach der dynamischen Definition 94(B) 
Kraftimpulse pro Volumeinheit dar, wobei man beachten muls, dafs der 
Impuls der die Kugel angreifenden fremden Kraft nicht mitzurechnen 
ist, so dafs wir nur mit denjenigen Impulsen zu thun haben, welche 
die Flissigkeit von seiten der Kugel, und die Kugel von seiten 


Fig. 25. Feldintensitiitsfeld der fortschreitenden Kugel. 


der Fliissigkeit erleidet. Die Pfeile im iufseren Raume der Figur 25 
zeigen also die Impulse, welche jede Volumeinheit der Fliissigkeit 
seit dem Anfang der Bewegung infolge des Hervordringens der 
Kugel erhalten hat. Die riickwirts gerichteten Pfeile innerhalb der 
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Kugel zeigen die Impulse, welche die Kugel von seiten der Fliissig- 
keit erhalten hat. Diese Impulse besitzen die sehr bemerkenswerte 
Kigenschaft, die potentielle Fortsetzung der Impulse im Aufseren 
Raume zu bilden. Die energetische Kraft, welche die primaire Ur- 
sache der ganzen Bewegung ist, muls aufser der Trigheit der Kugel 
zugleich diese riickwirts gerichteten Impulse iiberwinden, um die 
thatsichlich vorliegende Bewegung herzustellen. 

Hine auffillige Analogie mit elektrischen und besonders mit 
magnetischen Feldern wird ein jeder mit der Theorie solcher Felder 
vertraute Leser bemerkt haben. Wie die zwei verschieden aus- 
sehenden Figuren 24 und 25 zu der Darstellung einer und derselben 
Bewegungserscheinung verwendet werden kiénnen, kénnen sie auch 
zur Darstellung eines und desselben magnetischen Feldes dienen, 
namlich desjenigen einer homogen magnetisierten Kugel: Man bringt, 
je nach den Umstinden, zwei verschieden definierte Vektorgréfsen 
zur Verwendung bei der Beschreibung des Feldes, im einen Fall 
eine im ganzen Raume solenoidale, im anderen Fall eine im ganzen 
Raume potentielle Vektorgréfse. Die systematische Untersuchung 
der Analogieen dieser Natur werden wir aber nach unserem Plan 
auf eine spitere Zeit verschieben, um erst die Dynamik unseres 
Systems vollstandig zu erledigen. 


102. Aktionsschicht. — Die Impulse, welche die Kugel der 
Fliissigkeit, und die Fliissigkeit riickwirkend der Kugel mitteilt, 
werden durch die Grenzfliche zwischen Kugel und Fliissigkeit aus- 
getauscht. An dieser Grenzfliche hat man also, schon wenn man 
rein mechanische Betrachtungen zu Grunde legt, die Quellen des 
Feldintensitatsfeldes zu suchen. 

Dasselbe ist der Fall, wenn man die Sache rein mathematisch 
betrachtet. Denn das Feld ist ein vollstindiges Potentialfeld, und 
mufs als solches notwendig Divergenzen haben, die als Quellen 
des Vektorflusses auftreten. Die Divergenz wird im vorliegenden 
Fall nur als Flichendivergenz an der Oberfliche der Kugel auftreten 
kénnen, da beide Partialfelder Lapnacn’sche Felder sind. Mit Riick- 
sicht auf die Auffassung der Grenzflache als der Stelle, wo die me- 
chanischen Wirkungen anfangen, und der dort vorhandenen Divergenz- 
schicht als eines Mafses dieser Wirkungen werden wir die Divergenz- 
schicht der Feldintensitit als die Aktionsschicht bezeichnen. 

Die Flichendivergenz ist nach 4(a’) die Differenz der normalen 
Vektorkomponenten aufserhalb und innerhalb der Kugel. Nach 
100(c) erhalten wir, unter Beriicksichtigung der Formel 62 (c) 
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0@ ee ae 7 y—b na Se 
(57), mikweris ue 
a@ 7a — a -y —b gee 
(5). = 4 d se a d 


Also wird die Flichendivergenz der Feldintensitit oder die Dichte 
der Aktionsschicht: 


@) f= (a— 42544 6-B) 440-87, 


oder unter Benutzung von 100 (d): 


a/ =! _h —G ,y—b _4—€ 
(a’) g = glam" 452-40 \, 


oder endlich, wenn wir durch s einen Vektor mit den Komponenten 
a,b,z bezeichnen, und wie friher unter 6 den Winkel zwischen 
dem Radiusvektor und der Fortschreitungsrichtung der Kugel ver- 
stehen: 


(a”) @ = &3cosé. 


Der Vergleich mit den Entwickelungen 82 und mit der Figur 6, b 
ist lehrreich. Denken wir uns die punktierten Buchstaben der For- 
meln 82(a) bis (d”) durch gestrichene ersetzt, so wiirde 32(c”) die 
Dichte der Aktionsschicht darstellen, und diese Dichte wird durch 
die punktierten, radial gerichteten Pfeile der Figur 6,b graphisch 
veranschaulicht. Gleichzeitig wiirde 32 (d”) die inducierte Feld- 
intensitit 100(d) im Innern der Kugel sein. Dieselbe ist in der 
Figur 6,b durch die riickwirts zeigenden punktierten Pfeile dar- 
gestellt, und in der Figur 25 findet man sie fiir das ganze 
Innere der Kugel gezeichnet. 

Mit Hilfe der Gréfse ¢ lafst sich nach der Formel 11 (a) das 
Potential des vorliegenden vollstindigen Potentialfeldes durch die 
Quadratur 


(1) et ley 

darstellen, wo do’ ein Oberflichenelement der Kugel ist, und +’ die 
Entfernung des beliebigen Raumpunktes 2, y,%, wo der Wert des 
Potentials gesucht wird, von dem Oberfliichenpunkt 2’, x’, x der 
Kugel. Das durch Integration itber die ganze Kugelfliiche gefundene 
w wird mit @ identisch sein, wenn a, y, x ein Punkt aufserhalb der 
Kugel ist, und mit ®, wenn a, y, * ein innerer Punkt ist. 


DIE REINE SELBSTINDUKTION. 157 


103. Aktionsintensitat und dynamisches Aktionsmoment. — Die 
Aktionsschicht tritt als die Normalkomponente einer Vektorgrifse 


(a) [j = 42— A; j= b— B, h=é-—C 
oder 

(a’) hi = 2a, j= 3b, h= zc, 
oder schliefslich 

(a’) $5 


auf, welche wir die Aktionsintensitit innerhalb der Kugel nennen 
kénnen. Die Formeln (a) entsprechen der dynamischen Definition 
dieser Gréfse als der Differenz von zwei auf die Einheit des Volumens 
bezogenen Bewegungsgréfsen oder Impulsen. Die Ausdriicke (a’) 
oder (a”) dagegen gestatten uns die Aktionsintensitét durch Gréfsen 
zu definieren, die wir schon von unseren kinematischen Betrachtungen 
her kennen. Denn erinnern wir uns der ersten Definition 338 (A) 
der Aktionsgeschwindigkeit der Kugel und der Formeln 94(a), so 
sehen wir, dafs die Aktionsintensitit einfach die mit der Dichte 
der Flissigkeit multiplicierte Aktionsgeschwindigkeit der 
Kugel ist. 

Die Aktionsintensitaét ist imnerhalb der Kugel iiberall konstant. 
Das Produkt der Aktionsintensitat in das Volumen # der Kugel 
werden wir das dynamische Aktionsmoment der Kugel nennen, 
und seine Komponenten durch F, G, H bezeichnen: 


(b) P=348, G=3bE, H = 3c8. 


Der Vergleich mit den Formeln 88 (b) zeigt sofort, dafs das dynamische 
Aktionsmoment der Kugel einfach dem mit der Dichte der 
Flissigkeit multiplicierten kinematischen Aktionsmoment 
der Kugel gleich ist. 

Mit Hilfe des dynamischen Aktionsmomentes driickt sich das 
Potential g am einfachsten aus. Denn wenn man in 100(c) den 
Radius d durch das Volumen £ der Kugel ersetzt, so ergiebt sich 
unmittelbar 


a F (az—a) + G(y—b) + H(x—e) 
(0) ga - : 


Durch eine bekannte Transformation des Oberflichenintegrals 
102(b) in einen Volumintegral kommt man auf eine andere sehr 
bemerkenswerte Form dieses Potentials, n&imlich die folgende, wo 
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die Aktionsintensitit im Innern der Kugel an Stelle der Dichte 
der Aktionsschicht getreten ist: 


Peery ay Seb! =) | 
(d) ban amg Shes ers ORL eRe res ANT, ae 


Hier ist ,,4,,%, ein beliebiger Punkt innerhalb der Kugel, und 
dt, ein Volumelement derselben; 7, bedeutet den Abstand von dem 
Punkte «,,y,,%, innerhalb der Kugel zu dem beliebigen Raum- 
punkte x, y,%, wo der Wert des Potentials 7 gesucht wird. Die 
Integration ist tiber das ganze Volumen der Kugel auszudehnen. 


104. Das Feldintensitatsfeld der volumandernden Kugel mit 
ruhendem Mittelpunkte. — In dem somit vollstindig diskutierten 
Specialfalle zeigt es sich also, dafs die Anwendung der Feldintensitat 
als beschreibende Vektorgréfse anstatt oder neben der Geschwindigkeit 
bedeutende Vorteile darbietet und charakteristische Eigenschaften 
der Bewegung hervortreten lifst. Untersuchen wir jetzt, in wie weit 
wir dadurch auf eine Erscheinung groélserer Allgemeinheit gestofsen 
sind, und ob die Hinfiihrung der Feldintensitaét auch in allgemeineren 
Fallen ahnliche Vorteile darbietet. 

Wir betrachten zu dem Zwecke erst den Fall einer yolum- 
iindernden Kugel, welche keine translatorische Bewegung hat. Es 
wirkt dann keine Energiekraft; wir haben keine Gelegenheit ein 
energetisches Held auszuscheiden, sondern miissen das Feld, wie es 
vorliegt, nach der Definition 93(B) als ein induciertes Feld be- 
trachten. 

Schon das Geschwindigkeitsfeld ist aber in diesem Falle ein 
volistandiges Potentialfeld, da die tangentiellen Geschwindigkeits- 
komponenten an der Grenzfliiche identisch Null sind, so dafs die 
potentielle Grenzfliichenbedingung gleichzeitig mit der solenoidalen 
identisch erfiillt wird (20). 

Gehen wir nachher durch Multiplikation mit den Dichten von 
den Geschwindigkeiten zu den Feldintensititen iiber, so wird die solenoi- 
dale Grenzflachenbedingung nicht mehr erfillt. Denn die Normal- 
komponenten der Feldintensititen werden sich zu einander wie die 
Dichten auf den beiden Seiten der Grenzfliiche verhalten. Die 
Tangentialkomponenten bleiben aber Null, so dafs die potentielle 
Grenzfliichenbedingung fortwihrend befriedigt bleibt. 

Das entsprechende, im ganzen Raume kontinuierliche Potential 
der Feldintensitit geht nicht unmittelbar aus den in 18 (a) und (c) 
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aufgeschriebenen Geschwindigkeitspotentialen durch Multiplikation 
mit den Dichten hervor, sondern man muls erst das Potential im 
inneren Raume 18(a) durch eine leicht zu bestimmende additive 
Konstante ergiinzen. Man findet, wenn man als Parameter die in 
94 (a) eingefiihrten Gréfsen d und D benutzt: 


aps 
Pp =— = 2a d 

(a) 
@ 


I 


—dd+4(5r?— Dd). 


Die Substitution x = d fiihrt, wie man sofort sieht, zur Kontinuitiit 
des Potentials an der Grenztliiche, g’ = ®, so dals wieder die 
beiden partiellen Potentialfelder ein potentielles Gesamtfeld 
bilden. 

In diesem Felde sind gleichzeitig kubische Divergenz im Innern 
der Kugel, und Flichendivergenz an der Kugelfliche vorhanden. 
Fiir die normale Vektorkomponente an der Grenzfliche findet man 
aus (a) 


oe aN, 
= les) 
ye 
—— 
= 
| 
~ 


(5) Saya 

Die Flichendivergenz, oder, wie wir wieder sagen werden, die Dichte 
der Aktionsschicht auf der Kugelfliiche wird also 

(b) é=d—D. 


Fir die Divergenz der Feldintensitit im Innern der Kugel findet 
man aus der zweiten Formel (a) oder auch nach 19(e) 


ee D a 
(c) V2? 0 = 3 = 6, 
wo é das Produkt 
(c’) é= Qé 


der specifischen Ausdehnungsgeschwindigkeit in die Dichte der 
Kugel ist. 

Die relativen Betrage der Flichendivergenz und der kubischen 
Divergenz verindern sich je nach der relativen Dichte der Kugel 
und der Flissigkeit. Haben beide gleiche Dichte, so ist d = D, die 
Oberflichenschicht verschwindet und alles reduciert sich auf die 


160 DRITTER TEIL. DRITTER ABSCHNITT. 


kubische Divergenz im Innern der Kugel. Hat die Kugel sehr 
kleine Dichte, so hat man im Innern der Kugel ein sehr schwaches 
Feldintensitiitsfeld mit schwacher Divergenz, aber an der Oberflache 
eine starke Divergenzschicht. Ist schliefslich die Dichte der Kugel 
sehr grofs, so hat man im Innern ein starkes Feldintensititsfeld 
mit starker kubischer Divergenz, wahrend an der Grenzflache eine 
negative, neutralisierende Divergenzschicht auftritt. Die Summe 
simtlicher Flachendivergenzen und simtlicher kubischer Divergenzen 
werden wir das Voluminderungsmoment der Kugel nennen und 
durch # bezeichnen. Die Definition dieser Gréfse wird also 


(d) ue [edo + fear, 


wo die Integrationen iiber die ganze Oberfliche und das ganze 
Volumen der Kugel auszudehnen sind. Da @ und @ beide konstante 
Grélsen sind, findet man leicht unter Benutzung der Werte (b) und (c) 
dieser Grofsen 


(d’) ER = 4ad*d, 
oder 

(d’) E= qk. 
Also: 


(A) Das Volumdnderungsmoment ist die mit der Dichte der Fliissig- 
keit multiplicierte Volumdnderungsgeschwindigheit der Kugel. 

Liegen periodische Voluminderungen vor, so werden wir unter 
dem Pulsationsmoment den mit Vorzeichen versehenen quadra- 
tischen Mittelwert des Volumanderungsmomentes verstehen. Man 


findet leicht, wenn man sich der Definition 22(a) der Pulsations- 
intensitét erinnert: 


(B) Das Pulsationsmoment ist die mit der Dichte der Pliissigkett 
multiplicierte Pulsationsintensitit. 


| Mit Hilfe der Gréfsen @ und F lassen sich die Potentiale der 
Feldintensitaiten auch in die Formen 


Ce oath - 
(e) 4nr 

P= —dd+h(ter*~ Dd) 
bringen. 


. Das Potential des Gesamtfeldes liifst sich in allen Fallen durch 
Integrale der Form 11 (a) ausdriicken, wobei je nach den Umstiinden 
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entweder nur das Flichenintegral, oder nur das kubische Integral, 
oder auch beide Integrale gleichzeitig auftreten. 


105. Das Feldintensitatsfeld der volumindernden und _ fort- 
schreitenden Kugel. — Gehen wir schliefslich zur der Betrachtung 
des Feldes im allgemeinsten Falle iiber, wo die Kugel gleichzeitig 
translatorische und volumindernde Bewegung besitzt. Das Ge- 
schwindigkeitsfeld ist dann durch die Potentiale 96(a) gegeben, die 
Induktionskraft hat die allgemeine Form 96(b) oder (b’) und die 
eigentiimlichen, in 97 beschriebenen Wirkungen. 

Die fiir den Ubergang zu der Feldintensitit zu entfernende 
energetische Bewegung wird genau dieselbe sein, wie im Falle der 
Kugel konstanten Volumens. Denn im leeren Raume erteilt die 
fremde Kraft der Kugel genau dieselbe Geschwindigkeit (d,, ,, ¢,), 
sei es, dafs sie konstantes oder verinderliches Volumen hat. Hieraus 
folgern. wir leicht, dafs das Potential der Feldintensitit einfach durch 
Superposition der partiellen Potentiale 100(c) und 104(a) gebildet 
werden kann. Wir finden also fiir den Aufseren und inneren Raum 
beziehungsweise die Potentiale: 


Gg = ~ Sd — 435 {ae—a)+ by) + 2-9} 
(a) : 
b= —dd+4(Fr*— Da) + A@—a) + By) + O(i—o), 


welche einander an der Grenzfliche wegen der Relationen 100(d) 
kontinuierlich fortsetzen. Da dieses der allgemeinste uns vorliegende 
Fall der reinen Selbstinduktionserscheinung ist, kénnen wir als das 
Hauptresultat der Untersuchungen dieses Abschnittes den folgenden 
Satz aufstellen: 


Im Falle der reinen hydrodynamischen Selbstinduktionserscheinung 
tritt die Feldintensitét als eine im ganxen Rawme potentielle Vektor- 
grofse auf. 

Die in 97 beschriebene eigentiimliche Wirkung der selbst- 
inducierenden Kraft, welche beispielsweise das rhythmische Fort- 
schreiten der pulsierenden Kugel zur Folge hatte, kann nach diesem 
Resultate so gedeutet werden, dals diese Kraft regulierend eingreift, 
um wahrend der Bewegung immer die Kontinuitiit der tangentiellen 
Feldintensititskomponenten zu sichern, selbst wenn die Dichtigkeit 
der Kugel eine verinderliche ist. 

11 


BJERKNES, Vorlesungen. I. 
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Man hat in diesem Falle sowohl Flachendivergenz, nimlich 


~ —_ > -y —b = =\% —€ 
(bt) @ = d—D +(a—4)*>* + (6-B) (z— €)~— 
oder rd a. 
= = u—a 7Y¥- _% 
(b’) oe d—D+4$f{a ee } 


als auch kubische Divergenz im Innern der Kugel 
(c) V?O = 2. 


Mit Hilfe dieser Divergenzen lafst sich das Feldintensitats- 
potential im ganzen Raume nach Formel 11 (a) in der Form 


s eda Cait 
(4) ss her tee 
Am? ANT, 
ausdriicken. Die Quadraturen werden im inneren Raume wy = @, 
im dufseren Raume p = @ geben. 


Vierter Abschnitt. 


Die reine Fremdinduktion im Parallelfeld. 


106. Entwickelte Form der fremdinducierenden Kraft. — Wie 
schon hervorgehoben, wird die fremdinducierende Kraft 95 (c) nie 
allein auftreten kénnen; denn sofern sie iiberhaupt eine Bewegung 
erzeugt, wird auch die selbstinducierende gleichzeitig eingreifen. 
Wir sagen aber, dafs die reine Fremdinduktionserscheinung vorliegt, 
wenn die fremdinducierende Kraft als einzige primire Bewegungs- 
ursache auftritt; wir untersuchen sie deshalb in ihrer Higenschaft 
als primiir-bewegungserzeugende Kraft. 

Der einfachste Ausdruck derselben ist 


r ad 
Ay = $95, (La) 
(a via) hs) 3 d ry 
) i 2497, (E6) 


WN 
I 
beleo 
S 
=| & 
ss 
& 
tae 
“— 
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Durch Ausfithrung der Differentiation nach der Zeit ergiebt sich 
XxX, = $q¢hi+3qhe 
(2) Y, = $php+$qB¢ 
Z, = $¢Ry¥ +3qky. 


Hat die Kugel konstantes Volumen, so vereinfachen sich diese 
Ausdriicke auf 


Ay, = $qHEé 
(a”) Y, = $q¢E6@ 
Ly, = $qE7. 


Die Formeln sind ganz ihnlich gebaut, wie die entsprechenden 
96 (b), (b’) und (b”) fiir die selbstinducierende Kraft: der Unterschied 
reduciert sich darauf, dafs die negative Geschwindigkeit und Be- 
schleunigung der Kugel durch die positive Geschwindigkeit und 
Beschleunigung des Parallelstromes ersetzt wird, und dalfs gleich- 
zeitig ein anderer numerischer Faktor auftritt. 

Die Formeln (a”’) sagen aus, dafs, wenn die Kugel konstantes 
Volumen hat, die fremdinducierende Kraft der Beschleunigung im 
Parallelstrome proportional ist, und jede Kraft zu wirken aufhdrt, 
wenn der Strom mit konstanter Geschwindigkeit in unveranderlicher 
Richtung fliefst. Hat die Kugel dagegen veranderliches Volumen, 
so ist die Kraft weniger einfach, wie die Formeln (a’) zeigen. Die 
erste Partialkraft ist allerdings immer noch der Beschleunigung im 
Parallelstrome gleichgerichtet und proportional, aber mit einem von 
der Zeit abhingigen Proportionalititsfaktor; gleichzeitig damit tritt 
eine erginzende Partialkraft hinzu, welche dem Produkte der Volumen- 
ausdehnungsgeschwindigkeit der Kugel in die Geschwindigkeit des 
Parallelstromes proportional ist. Selbst wenn jede Beschleunigung 
(é, 2, ¥) im Parallelfelde aufhért, wird diese letzte Partialkraft aut- 
treten und regulierend auf die Bewegung der Kugel wirken. 

Auf die von der fremdinducierenden Kraft primir erzeugten 
Bewegungen der Kugel wirkt die selbstinducierende Kraft genau 
wie im vorhergehenden Falle, als wire die fremdinducierende Kraft 
eine fufsere, nicht hydrodynamische Kraft gewesen. Auch eine 
hydrodynamische Energiekraft wird unter den vorausgeschickten Be- 
dingungen im allgemeinen auftreten. Wenn das aber der Fall ist, 


so nehmen wir an, dafs eine ‘iufsere nicht hydrodynamische Kraft 
ip 
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ihr das Gleichgewicht hilt, so dafs die totale Energiekraft gleich 
Null wird, und keine energetische Geschwindigkeit entstehen kann. 
Die Bedingungen fiir das Zustandekommen der reinen Fremd- 
induktionserscheinung sind dann erfillt. Wegen des Verschwindens 
der energetischen Geschwindigkeit wird nach 92(c) die aktuelle 
Geschwindigkeit mit der inducierten identisch. Die Gleichungen 
92(a) und 92(d) reducieren sich dann auf ein und dasselbe Gleichungs- 
system, nimlich 


3 
ae Gta Ws 
a= Odd 

3 * 

b b= 4 
(6) O+4a? 

3 
ee 24 : 
ST 


welches die Geschwindigkeit der Kugel durch die Geschwindigkeit 
des Parallelstromes ausdriickt. 


107. Kugel verdnderlichen Volumens im Parallelfelde. — Im 
Ausdrucke der selbstinducierenden Kraft und der entsprechenden 
inducierten Geschwindigkeit kommen nur die Geschwindigkeits- oder 
Beschleunigungskomponenten des Parallelfeldes vor, wihrend die 
deformativen Geschwindigkeiteu @,, ds, ... nicht auftreten. Die 
Bedingung fiir das Auftreten unserer Kraft ist also das Vorhanden- 
sein oder das Entstehen eines Parallelfeldes. Um wieder erst die 
Erscheinung unter méglichst einfachen Verhiltnissen zu untersuchen, 
nehmen wir an, dafs sich der ganze Einfallsstrom auf einen 
Parallelstrom 


(9) $y = @(x—a)+B(y—b) + 7(x—0) 


reduciert. In diesem Einfallsstrome bewegt sich die Kugel unter 
Volumanderung, und die Geschwindigkeitspotentiale aufserhalb und 
innerhalb derselben werden dann nach 71 (a) 


Di 45d + a(e—a)+b(y—b) + 6(x—0) 


— 
S 

aS 

8 
I 


d(x —a) + B(y—b) + 7(%—0) 

A a ee ean 
— d= FG Qe) + 0—P) 0) + C7) 9] 
geschrieben werden kénnen. Da nach 106 (b) die Geschwindigkeits- 
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komponenten d, b,é des Mittelpunktes der Kugel den Geschwindig- 
keitskomponenten @, ?, 7 des Parallelstromes proportional sind, wird 
die Bewegung der Kugel immer lings der Translationsrichtung des 
Feldes stattfinden, so dafs wir es mit Feldern zu thun haben, fiir 
welche die Figuren 17 bis 21 Beispiele abgeben. 

Im allgemeinen besteht eine hydrodynamische Energiekraft 90 (c), 
welche jedoch verschwindet, wenn die Kugel konstantes Volumen hat. 
Im letzteren Falle braucht folglich auch keine fremde Kraft ein- 
zugreifen, und wir haben dann den einfachen Fall, dafs die Kugel 
ganz passiv im Strome schwimmt, der Gewalt des Stromes tiber- 
lassen. 

Wie friiher werden wir erst nur die Bewegung des Mittelpunktes 
der Kugel untersuchen, um nachher die Frage von den Kigenschaften 
der Felder in die Diskussion aufzunehmen. Diese Untersuchung des 
Feldes wird selbstverstindlich mit Hilfe der Potentiale (b) der wirklich 
vorliegenden Bewegung gemacht werden. Solange wir aber nur die 
Bewegung des Mittelpunktes der Kugel betrachten, wird das Riick- 
greifen auf das urspriingliche Parallelfeld (a) zweckmissig sein. Bei 
dieser ersten Diskussion werden wir uns deshalb die Parallel- 
bewegung (a) der Fliissigkeit und die Bewegung der Kugel als 
gleichzeitig bestehende und unabhingig aufeinander superponierte 
Bewegungen vorstellen: der Parallelstrom ist der inducierende Strom, 
und mit der inducierten Bewegung der Kugel meinen wir nur die 
Bewegung ihres Mittelpunktes. 


108. Vergleich der inducierenden und der inducierten Geschwin- 
digkeit. — Die Gleichungen 106(b) gestatten sofort einen Vergleich 
der inducierten Bewegung der Kugel mit der inducierenden Bewegung 
des Hinfallsstromes. Die Gleichungen sagen unmittelbar aus: 


Wenn die fremdinducierende Kraft die einxige primare Bewegungs- 

ursache ist, bewegt sich die Kugel mit 
24 

Y) Q+ta 
mal gré/serer, bexiehungsweise kleinerer Geschwindigkeit als che FPliissig- 
keitspartikelchen des inducierenden Parallelstromes. 

Der Faktor (a), der Koefficient der fremdinducierten Ge- 
schwindigkeit ist, genau wie das bei der Selbstinduktion auf- 


tretende Hemmungsverhiiltnis, nur von der Verhiltniszahl Q : q ab- 
hangig, aber so, dafs er bei abnehmenden Werten dieser Verhialtnis- 
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zahl immer zunimmt. Ist Q:¢q gleich Null, die Kugel also unendlich 
leicht in Verhiltnis zu der Fliissigkeit, so hat der Koefficient seinen 
grofsten Wert 3. Ist @ = q, 80 wird der Koefficient 1, und an 
der anderen Grenze, wenn Q:q unendlich grofs ist, also die Kugel 
unendlich schwer im Verhiltnis zu der Fliissigkeit, so wird er Null. 
Er ist wieder eine Konstante bei konstantem Volumen der Kugel, 
und sonst eine Funktion der Zeit. 

Betrachten wir wieder erst den einfachen Fall, dals die Kugel 
konstantes Volumen hat, und dafs folglich auch keine Energiekratft, 
weder hydrodynamischen noch fremden Ursprunges, eingreift. Der 
Anfangszustand ist immer derjenige, dafs Kugel und Fliissigkeit in 
Ruhe sind. Im selben Augenblicke, wo die Bewegung der Fliissigkeit 
anfiingt, fiingt auch die Bewegung der Kugel an: eine unendlich leichte 
Kugel wird dreimal so schnell als der Strom laufen, eine Kugel 
gleicher Dichte genau ebenso schnell als der Strom, wihrend eine 
unendlich schwere Kugel keine merkbare Bewegung annimmt. Wird 
die Geschwindigkeit des Parallelstromes konstant, so wird die Ge- 
schwindigkeit der Kugel auch konstant; die fremdinducierende Kraft 
106 (a), ebenso wie die selbstinducierende 96 (b”), sind dann identisch 
Null. In demselben Augenblicke endlich, wo die Bewegung des 
Stromes aufhért, kommt auch die Kugel zur Ruhe. 

Hat die Kugel verinderliches Volumen, so modificieren sich 
die Verhiltnisse insofern, als erstens eine fremde Energiekraft ein- 
greifen mufs, um die hydrodynamische Energiekraft zu neutralisieren, 
und zweitens die Geschwindigkeit der Kugel bei konstanter Ge- 
schwindigkeit des Parallelstromes nicht konstant wird, sondern ver- 
anderlich, und zwar in der Weise, dals die Geschwindigkeit der 
Kugel, umgekehrt wie bei der selbstinducierenden Kraft, am kleinsten 
wird bei der gréfsten Dichte, und am grofsten bei der kleinsten 
Dichte. Dieses ist eine Wirkung des zweiten Gliedes der fremd- 
inducierenden Kraft 106(a’) in Verbindung mit der vollstiindigen 
selbstinducierenden Kraft 96(b’). Wenn die Kugel pulsiert, so wird 
also ein gewisser Rhythmus in ihr Fortschreiten kommen. Das Feld 
der Figur 21 wird gleichzeitig wechseln, so dafs der neutrale Punkt 
bald hinter und bald vor der Kugel auftritt: die Kugel wird sich 
bewegen, als ob sie von diesem Punkte abgestofsen wiirde. 


109. Die Bahn der Kugel. — Ist das Volumen der Kugel 
konstant, so kénnen wir die Gleichungen 106(b) nach der Zeit inte- 
grieren. Dadurch erhalten wir sofort, wenn wir die fiir die Diskussion 
bedeutungslose Integrationskonstante gleich Null setzen: 
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(a) n= 3q B 


a, b, ec sind hier die Koordinaten des Mittelpunktes der Kugel, und 
#, 3, y konnen wir als die Koordinaten irgend eines Partikelchens 
des inducirenden Parallelstromes auffassen. Es ergiebt sich also 
sofort der Satz: 


Die Bahn, welche der Mittelpunkt einer dem Parallelstrome iiber- 
lassenen Kugel konstanten Volumens durchliuft, ist der Bahn irgend eines 
Plissigkettspartikelchens im inducierenden Parallelstrome dhnlich, nur da/s 
die linearen Dimensionen der Bahn in demselben Verhiiltnisse wie die 
Geschwindigkett vergré/sert oder verkleinert sind. 


Fassen wir also besonders den Fall ins Auge, wo der Aufsere 
Fliissigkeitsstrom von beliebigen periodischen Bewegungen der ent- 
fernten Kugeln herriihrt, so wird der Parallelstrom periodisch Richtung 
und Intensitat verindern, und die Fliissigkeitspartikelchen werden 
Lissasous’sche Kurven allgemeinster Natur durchlaufen. Die Kugel 
wird dann eine ihnliche Lissasous’sche Kurve als Bahn haben, und 
zwar héchstens mit den dreifachen lineifiren Dimensionen. Im Falle 
geradliniger Oscillationen, wird auch die Kugel geradlinig oscillieren 
mit héchstens der dreifachen Amplitude. 

Hat die Kugel verinderliches Volumen, so ist der Satz nicht 
linger streng giiltig; man iiberblickt aber leicht die Natur der Ab- 
weichungen, welche darin bestehen werden, dafs die Koordinaten der 
Kugel bald etwas gréfsere, bald etwas kleinere Werte haben, als 
nach dem fir die Kugel konstanten Volumens giiltigen Satze. Zur 
Orientierung tiber die Natur der Bahn in erster Annaherung bleibt 
also dieser Satz immer brauchbar, und ist sonst um so strenger giiltig, 
je kleiner die Volumiinderungen oder die Pulsationen sind. 


110. Das Feld der inducierten Geschwindigkeit, wenn die Kugel 
konstantes Volumen hat. — Nachdem somit die Frage von der Be- 
wegung des Mittelpunktes der Kugel erledigt ist, richten wir unsere 
Aufmerksamkeit auf die Felder, und zwar nicht mehr auf das oben 
als Hilfsvorstellung eingefiihrte inducierende Parallelfeld 107 (a), 
sondern auf die thatsichlich vorliegenden Felder 107 (b). Wir haben 


168 DRITTER TEIL. VIERTER ABSCHNITT. 


im Falle der reinen Fremdinduktion kein energetisches Feld aus- 
zuscheiden, sondern das vorliegende Gesamtfeld ist schon an sich 
ein induciertes Feld nach der Definition 93(B). Um dieses Feld 
erst unter den moglichst einfachen Verhiltnissen zu studieren, denken 
wir uns, dafs die Kugel unverinderliches Volumen hat. Dies war 
derjenige Fall, wo die hydrodynamische Energiekraft schon an sich 
Null war, so dafs eine fiufsere Kraft auch nicht einzugreifen brauchte. 
Die Kugel schwimmt ganz passiv im Strome und reagiert dynamisch 
nur durch ihre Starrheit und ihre Trigheit. 

In den Potentialausdriicken 107(b) haben wir dann d=0O zu 
setzen. Als Werte der Konfliktgeschwindigkeiten ¢—d¢, 6 — §, 
é—y findet man nach 106 (b) 


se ae q-Q . 
ai SISO 
(a) bp = Z77 6 
plit BUS 
OS aa Ory oe 


Wie die absolute Geschwindigkeit (a, b, 2) der Kugel durch Multipli- 
kation der Geschwindigkeit (¢, 6, 7) des Parallelstromes mit dem 
Koefficient der fremdinducierten Geschwindigkeit entsteht, entsteht 
die Konfliktgeschwindigkeit durch Multiplikation derselben Ge- 
schwindigkeit mit dem Faktor 


al q me Q 

(@) Q+tq 

Mit Riicksicht hierauf kénnen wir (a’) als den Koefficienten der 
fremdinducierten Konfliktgeschwindigkeit bezeichnen. 


Wir setzen (a) in 107(b) ein, und erhalten dann als Werte 
die Geschwindigkeitspotentiale, bezichungsweise im inneren und 
aulseren Raume 


3 
z 


@ C4 ge 4) + BY—B) + 7(x—0)| 


I 


p= {1-1652 a} {e(2—a) + Bly—d) + 7(x—0)}. 


Setzt man hier r = d, so findet man wieder unter den Poten- 
tialwerten auf der Oberfliche die Relation . 
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(c) ap = OD, 


oder die daraus unmittelbar folgende Relation 99(f) zwischen den 
tangentiellen Vektorkomponenten. Wir finden also wieder, dals sich 
die tangentiellen Geschwindigkeitskomponenten umgekehrt 
wie die Dichtigkeiten verhalten. 

Wir bemerken noch, dafs die Komponenten f, gj, h der indu- 
cierten Aktionsgeschwindigkeit der Kugel, welche einfach die mit 3 
multiplicierten Komponenten der Konfliktgeschwindigkeit sind (68), 
die Ausdriicke 


ce a ee Oia (len =o 
(d) ee Ocak oe revise a eer 


erhalten. Die entsprechenden Komponenten des inducierten kine- 
matischen Aktionsmomentes werden 


ine 3 te We ar " q-% ne 3 1-4 7, 
(e) P= 96547 E% G = 32 EB, H= 3577, 27: 


- Untersuchen wir jetzt, wie sich das Feld bei verschiedenen 
Werten der Dichtigkeiten Q und q veriindert, um es besonders mit 
den schon auf der Grundlage einer rein kinematischen Diskussion 
gezeichneten Figuren 17—20 zu vergleichen. 

Wir fangen mit dem Falle an, dafs die Kugel relativ zu der Fliissig- 
keit unendlich leicht ist, so dafs wir Q im Vergleiche zu q ver- 
nachlassigen. kénnen. Die Konfliktgeschwindigkeit (a) wird dann 
doppelt so grofs, und die absolute Geschwindigkeit der Kugel 106 (b) 
dreimal so grofs, als die Geschwindigkeit des Parallelstromes, so 
dafs wir den durch Figur 18 dargestellten Fall haben, wo die Strom- 
linien senkrecht gegen die Oberflache der Kugel endigen. Die 
tangentielle Geschwindigkeit der Fliissigkeit an der Grenzflache ist 
dann Null, und folglich auch unendlich klein relativ zu der end- 
lichen Tangentialgeschwindigkeit innerhalb der Kugel, wie es die 
umgekehrte Proportionalitit der Tangentialgeschwindigkeiten und 
Dichtigkeiten verlangt. 

Haben Kugel und Fliissigkeit gleiche Dichten Q =, so wird 
die Konfliktgeschwindigkeit (a) gleich Null, und die absolute Ge- 
schwindigkeit der Kugel 106(b) gleich derjenigen der Fliissigkeit. 
Die Kugel bewegt sich, als ob sie ein Teil der Fliissigkeit wire, 
und das Feld bleibt das ungestérte Parallelfeld der Figur 9. 

Denken wir uns zuletzt die Kugel relativ zu der Flissigkeit 
unendlich schwer, also Q unendlich im Vergleiche zu q, so wird die 
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Konfliktgeschwindigkeit (a) der Geschwindigkeit des Parallelstromes 
gleich und entgegengesetzt, und die absolute Geschwindigkeit der 
Kugel wird gleich Null, so dafs wir den durch Figur 19 dargestellten 
Fall haben. Der endlichen Tangentialgeschwindigkeit der Flissigkeit 
entspricht, wegen der umgekehrten Proportionalitat mit den Dichten, 
eine Tangentialgeschwindigkeit Null innerhalb der Kugel. 

Die Bewegungen, welche infolge der Induktionserscheinung ein- 
treten kénnen, sind also zwischen die durch die Figuren 18 und 19 
dargestellten Grenzfille eingeschlossen. Wenn sich die Kugel, wie 
in Figur 17, mehr als dreimal so schnell als der Strom bewegt, 
oder wenn sie sich, wie in der Figur 20, gegen den Strom bewegt, 
mufs folglich immer eine Aufsere Kraft eingreifen, und es tritt ein 
energetisches Feld neben dem inducierten Felde auf. 


111. Einfihrung der Feldintensitat. — Das eben betrachtete 
Geschwindigkeitsfeld stellt ein im ganzen Raume _ solenoidales 
Vektorfeld dar, nicht aber ein potentielles, wie die umgekehrte 
Proportionalitiit der Tangentialkomponenten mit den Dichtig- 
keiten zeigt. 

Gehen wir aber jetzt, durch Multiplikation mit der Dichte Q 
im inneren, und mit der Dichte q im iufseren Raume, zu den Po- 
tentialen ( und g der Feldintensitat tiber, so nimmt die Relation 
110(c) die Gestalt 


(a) g= 0 


an. Das heifst, wir kommen wieder zu demselben Resultat wie in 
100: die Feldintensitit erfiillt die potentielle Grenzflachenbedingung, 
so dafs die zwei Partialfelder einander zu einem potentiellen Ge- 
samtfelde erginzen. 


Um die expliciten Ausdriicke der Feldintensitiitspotentiale zu 
bilden, brauchen wir nur die expliciten Ausdriicke 110(b) der Ge- 
schwindigkeitspotentiale mit g und Q zu multiplicieren und die Be- 
zeichnungen 94(a) einzufiihren. Um aber die Relationen unter den 
Parametern von Feldintensitiitsnatur vollstindiger kennen zu lernen, 
ziehen wir vor, von den allgemeineren Potentialausdriicken 107 (b) 
auszugehen, nur dafs wir sofort d= 0 setzen. 

Da in diesem Falle a, 6, é mit d,, b,, é, identisch sind, giebt 
cie Multiplikation dieser Potentialausdriicke mit q und Q beziehungs- 
weise, und die Hinfiihrung der Bezeichnungen 94 (a) 
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P = &(z—a)+ B(y—b)+7(% —0) 


(b) — 4 {@-2)@—a) + 6-A)\y—) + e—7) 9) 


b = A(x—a)+ Biy —b)+ O(x~—c). 


Unter den hier auftretenden Grofsen bestehen dic folgenden sechs 
Relationen, deren man die drei ersten durch Multiplikation der 
Gleichungen 106(b) mit g, die drei letzten durch Multiplikation der- 
selben Gleichungen mit Q erhilt: 


3 

S ag BQ) 

a= A= — 
Org” ! Cit’ 

at 3 =! 3 
Cc a tem ee es 3 
(©) rae Z O+4q"? 
4 Ol 5 Oe 

é= — = —* 
Grae? = Gaya” 


Wenn wir mit Hilfe dieser Relationen die Gréfsen a,b, 2, A, B, C 
aus den Potentialausdriicken (a) eliminieren, ergiebt sich: 


pm (1 ASE ES] fee a+ ym ea) 


(d) 


= 3 


Bo = gh {ae—a)+ By—d) +7(x—0)}. 


Zu demselben Ausdruck gelangt man durch Multiplikation der For- 
meln 110(b) mit den Dichtigkeitsfaktoren. 


112. Volistandiges Potentialfeld und vollstandiges Solenoidal- 
feld. — Das somit vorliegende potentielle Gesamtfeld lafst sich 
wieder in lamellirer Weise darstellen, und man gelangt leicht zu 
dieser Darstellung, wenn man die zu den Stromlinien der Figuren 
18 und 19 orthogonalen Kurven zeichnet und sie durch die Kugel- 
fliche in den inneren Raum hinein fortsetzt, sofern sie itberhaupt 
die Kugelfliche schneiden. 

Um aber einen méglichst anschaulichen Vergleich der poten- 
tiellen Feldintensitits- und der solenoidalen Geschwindigkeitsfelder 
zu erreichen, ziehen wir vor, beide Felder durch Pfeile darzustellen. 

Setzen wir Q = 0, so dafs die Kugel unendlich leicht ist, so liegt 
der Fall vor, wo die Kugel dreimal so schnell als der Parallelstrom 
lauft. Das Geschwindigkeitsfeld wird dann durch die Figur 26 dar- 
gestellt. In diesem Fall reducieren sich die Feldintensitatspotentiale auf 
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Fig. 26. Geschwindigkeitsfeld der unendlich leichten Kugel 
im Parallelstrome. 


so dafs die Feldintensitit im Innern der Kugel Null und das Feld 
dasjenige der Figur 28 wird. Das Verschwinden der Feldintensitat 
im inneren Raume ist unmittelbar klar, wenn die Bedeutung dieses 
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Fig. 27. Geschwindigkeitsfeld der unendlich schweren Kugel 
im Parallelstrome. 


Vektors als Bewegungsgréfse pro Volumeinheit festgehalten wird. 
Denn das Produkt der endlichen Geschwindigkeit in der Dichte 
Null giebt das Resultat Null. Zu demselben Resultat kommt man, 
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wenn man die dynamische Definition der Feldintensitit als Impuls 
pro Volumeinheit zu Grunde legt. Denn wenn die Kugel verschwin- 
dend kleine Dichtigkeit, also auch verschwindend kleine Trigheit 
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Fig. 28. Feldintensititsfeld der unendlich leichten Kugel 
im Parallelstrome. 


hat, so geniigt ein verschwindend kleiner Impuls, um die endliche 
Geschwindigkeit zu erzeugen. 
Haben Kugel und Flissigkeit gleiche Dichtigkeiten, Q = 4, 
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Fig. 29. Feldintensitiitsfeld der unendlich schweren Kugel 
im Parallelstrome. 


go reduciert sich das Feld der Feldintensitaét wie dasjenige der 
Geschwindigkeit auf das ungestérte Parallelfeld: Kugel und F'liissig- 
keit erhalten gleiche Geschwindigkeiten, und brauchen  gleiche 
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Impulse pro Volumeinheit, um diese Geschwindigkeiten zu er- 
reichen. 

Im letzten Grenzfall endlich, wo die Dichte Q der Kugel un- 
endlich grofs ist im Verhiltnis zu derjenigen der Fliissigkeit, be- 
findet sich die Kugel in Ruhe, so dals die Geschwindigkeit innerhalb 
derselben gleich Null ist, wie die Figur 27 zeigt. In diesem Falle 
werden die Potentiale der Feldintensitit: 


a 
oi 


g = (1445) {ale—a) + By—-H) 47-9) 


(b) 


i 
I 


p{e(w—a) t+ By—) +7(%—-9}- 


Wir begegnen also dem im ersten Augenblick iiberraschenden Re- 
sultat, dafs die Bewegungsgré{fse pro Volumeinheit innerhalb der 
ruhenden Kugel einen endlichen Wert hat (Figur 29), und zwar den 
grofsten Wert, den sie tiberhaupt erreicht, niimlich das }fache der 
Bewegungsgrifse @, 6, 7, welche die mit der Geschwindigkeit , 6, 7 
fortschreitenden Flissigkeitsmassen im Hinfallsstrom haben. Dieses 
Sachverhaltnis wird aber sofort klar, wenn man die dynamische De- 
finition der Feldintensitit als Impuls pro Volumeinheit zu Grunde 
legt: der ruhenden Kugel werden von seiten des Parallelstromes 
endliche Impulse erteilt, und zwar grélsere Impulse, als wenn sie 
kleinere Dichte hitte, und folglich den Impulsen nachgeben und 
sich mit dem Strome bewegen wiirde. 

Die beiden formell gleichwertigen Beschreibungen der vorliegen- 
den Bewegungserscheinung, einmal mit Hilfe der Geschwindigkeit 
und ein anderes Mal mit Hilfe der Feldintensitit, lassen also wieder’ 
verschiedene Seiten des Vorganges zu Tage treten: die Beschreibung 
mit Hilfe der Geschwindigkeit ist wieder die anschaulichste, insofern, 
als sie unmittelbar den Ortsverinderungen der Kugel zu folgen ge- 
stattet; die Beschreibung mittels der Feldintensitit lifst dagegen 
die Dynamik des Systems deutlicher hervortreten: sie lifst uns die 
Anstrengungen sehen, welche die Flissigkeit seit dem EHintritt der 
Bewegung gemacht hat, um die eingetauchte Kugel zu bewegen. 

Ebenso kénnen wir sagen, dafs die Figur 25 (S. 154) die An- 
strengungen illustriert, welche die Fliissigkeit gemacht hat, um die 
Bewegung der fortschreitenden Kugel zu hemmen. 

Die Beschreibung eines und desselben Bewegungsvorganges mit 
Hilfe von zwei Vektorgré{sen, deren eine potentiell und die andere 
solenoidal ist, liifst wieder auffallige Analogieen zu elektrischen und 
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magnetischen Erscheinungen hervortreten, die wir spiiter zum Gegen- 
stand unserer Untersuchung machen werden. 


113. Inducierte Aktionsschicht und inducierte Aktionsintensitat. 
— Die Impulse, welche die Kugel von der Fliissigkeit und die 
Fliissigkeit von der Kugel erleidet, werden wie im Falle der Selbst- 
induktion durch die Grenzflache ausgetauscht. Die Verhiiltnisse sind 
jetzt insofern noch einfacher, als wir die totalen Impulse zu be- 
trachten haben, da keine energetischen Impulse ausgeschieden sind. 
Als ein Mafs fiir diese an der Grenzfliche stattfindende Thitigkeit 
kann man wieder die Differenz der normalen Feldintensitiitskompo- 
nenten betrachten. Diese Differenz stellt die Dichte der fremd- 
inducierten Aktionsschicht auf der Oberfliche der Kugel dar. 

Wenn man die Normalkomponenten in gewohnlicher Weise aus 
den Potentialen 111(b) bildet, so ergiebt sich als Ausdruck der 
Dichte dieser Schicht: 


vw —a > 5\y —b 


(a) e = (a— 42 —* 4 b— BY" e—- )**. 


Setzt man hier die Werte von 111(c) von a, 6,2, 4, B, C ein, oder 
bildet man die Normalkomponenten aus den Potentialausdriicken 
111(c), so findet man: 


’ = q-VY{iv-a sy —b PY Meni 
(2) G = $6 eG sae) d tay d fs 
oder endlich, wenn man mit 6 einen Vektor mit den Komponenten 
@, B, 7 bezeichnet: 

_- 


O. 


” in ges By q exe 
a OE Ore Y 
Die Schicht ist also nach einem Kosinusgesetz verteilt, andert 
das Vorzeichen mit der Differenz g — Q, und tritt als die Normal- 
komponente eines Vektors mit den Komponenten 


(b) fj = a—A, g = 5-B, h=t—6 
oder x 
r aha ot ra G=.0 5 Fie oles WN is — 
CM Gh te 2 fiat Geese oi ho aag? 


auf, welchen wir die inducierte Aktionsintensitat der Kugel 
nennen kénnen. Dieselbe ist, wie ein Vergleich mit den Formeln 
110(d) zeigt, einfach gleich der mit der Dichte q der Flissig- 
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keit multiplicierten inducierten Aktionsgeschwindigkeit 


der Kugel. 
Durch Multiplikation mit dem Volumen # der Kugel kommt 


man zu dem inducierten dynamischen Aktionsmoment der 
Kugel: 


welches wieder dem mit der Dichte qg multiplicierten inducierten 
kinematischen Aktionsmoment 110(e) gleich ist. 

Das Feld, welches wir hier betrachtet haben, verschwindet nicht 
im unendlich Fernen. Das Integral: 


(d) = — (3s 


oder die transformierte Form dieses Integrals, welches /, g, h enthalt, 
stellt deshalb nicht das ganze Feld dar, sondern nur den von dem 
Vorhandensein der Kugel herriihrenden Anteil des Feldes, namlich 
im diufseren Raume: 


~ 42525 {ale 0) + Py) + 7-9}, 


und im inneren Raume: 


aes = ee - 
— 4655 (2-0) + By -2) + 7(%-9}. 

Superponiert man auf diese durch das Integral dargestellten 
Felder das urspriinglich gegebene Parallelfeld 


a(x —a)+ B(y—b)+7(%— 0), 


so kommt man zu dem Potentiale 111(d) zuriick. 


114. Das Feldintensitatsfeld einer Kugel veranderlichen Vo- 
lumens im Parallelstrome. — Wenn die in dem Parallelfeld befind- 
liche Kugel zugleich veriinderliches Volumen hat, so wird die In- 
duktionskraft ihre allgemeinste Form haben, und beispielsweise die 
eigentiimliche, rhythmische Bewegung einer pulsierenden Kugel er- 
zeugen. Die Ausdriicke der inducierten Geschwindigkeiten 106 (b) 
sind aber dieselben, die Verallgemeinerung besteht nur in der ver- 
inderlichen Natur von Q. Da die aufserdem hinzugekommene radiale 
Geschwindigkeit keine Tangentialkomponente an der Kugelfliiche hat, 
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so schliefst man unmittelbar, dafs das Resultat 110 von der umge- 
kehrten Proportionalitiit der Tangentialkomponenten mit den Dichtig- 
keiten erhalten bleibt. 

Man kommt also auch nach Multiplikation mit den Dichtig- 
keiten zu einem im ganzen Raume potentiellen Vektorfeld. Das be- 
treffende dufsere und innere Feldintensititspotential findet man auch 
einfach, wenn man den Potentialen 111(b) die Potentiale 104 (a) 
superponiert. Diese Potentiale stellen die Feldintensitit im Falle 
der allgemeinsten Fremdinduktionserscheinung im Parallelfeld dar, 
und wir finden also als Hauptergebnis unserer Untersuchungen in 
diesem Abschnitt: 


Im Falle der reinen hydrodynamischen Fremdinduktionserscheinwng 
im Parallelfeld tritt die Feldintensitit als eine im ganxen Rawme poten- 
tielle Vektorgrd/se auf. 


Die Aktionsschicht wird in diesem allgemeinsten Falle das 
Superpositionsresultat der Schichten 104 (b) und 118 (a) sein. Die 
letztere Schicht, welche polarer Natur ist, wird fortwihrend als die 
Normalkomponente des Vektors 113 (b) aufgefafst werden kénnen, 
und die Formeln 118(c) bleiben der Ausdruck des auf der Fremd- 
induktion beruhenden dynamischen Aktionsmomentes der Kugel. 


Fiinfter Abschnitt. 


Gleichzeitige Selbstinduktion und Fremdinduktion im 
Parallelfelde. 
Anwendung auf die hydrodynamische Energiekraft. 


115. Bewegte Kugel veranderlichen Volumens im Parallel- 
strome. — Wir gehen jetzt zu dem allgemeinsten Falle der hydro- 
dynamischen Induktion iiber, dessen Diskussion auf Grundlage der 
erreichten kinematischen und dynamischen Resultate médglich ist. 
Es ist dies der Fall, dafs sich die Kugel unter Voluminderung 
und gleichzeitig unter dem LHinflusse einer beliebigen Energiekraft 
in einem Parallelfelde bewegt. 

Das Geschwindigkeitspotential innerhalb und aufserhalb der 
Kugel wird dann wieder genau wie in 107(b): 


BserKNzEs, Vorlesungen. I, 


12 


178 DRITTER TEIL. FUNFTER ABSCHNITT. 


> 
ll 


podta(e—a)+b(y—b) +4(e—2) 
a(a—a)+ Bly +6) +7(%— 2) 
~ 2-44 {Ga (e-a) + b-By-) + 1) @-9} 


& 
a) 
l 


nur dafs die Geschwindigkeit der Kugel hier nicht mehr durch die 
Bedingung beschrinkt ist, dafs sie ausschliefslich von dem umgeben- 
den Parallelstrome herrthren soll. 

Die Induktionskraft wird dann die allgemeinste Form 90 (b) 
haben, deren einzelne Glieder in 96(b’) und 106 (a) entwickelt sind. 
Die Bewegungsgleichungen der Kugel werden ebenfalls die all- 
gemeinste Form 91(a) haben, und die Komponenten der inducierten 
Geschwindigkeit des Kugelmittelpunktes sind durch die allgemeinsten 
Formeln 92(a) gegeben. Ebenso kommen die Formeln 92 (d), welche 
die aktuelle Geschwindigkeit des Mittelpunktes der Kugel durch die 
energetische Geschwindigkeit und die Geschwindigkeit des Parallel- 
stromes ausdriicken, in ihrer allgemeinsten Form 


Nevis Omar ae 
ae omen feat ip meg 
A Q 5 2q 4 
®) ° = O4iq" t O44! 
rene Q $ 39 ae 
OO O5 ty eae 


zur Anwendung. 

Alle Resultate, die sich auf diesen allgemeinsten Fall der In- 
duktion im Parallelfelde beziehen, lassen sich durch Superposition 
aus den friiher gefundenen Resultaten ableiten, welche sich auf die 
reine Selbstinduktion in urspriinglich ruhender Flissigkeit und auf 
die reine Fremdinduktion im Parallelfelde bezogen. 


116. Vergleich mit der Bewegung der Kugel im leeren Raume 
und mit der Bewegung eines Flissigkeitspartikelchens im inducieren- 
den Parallelstrome. — Die Formeln 115(b) stellen die aktuelle Ge- 
schwindigkeit der Kugel durch zwei Vergleichsgeschwindigkeiten dar. 
Die erste dieser Geschwindigkeiten ist die energetische, das heilst 
diejenige Geschwindigkeit, welche die Kugel im leeren Raume unter 
dem Kinflufs der totalen Energiekraft angenommen haben wiirde. 
Hervorzuheben ist, dafs dann in der totalen Energiekraft auch die 
vielleicht vorhandene hydrodynamische Energiekraft mitgerechnet 
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ist. Die zweite Vergleichsgeschwindigkeit ist diejenige eines Fliissig- 
keitspartikelchens im inducierenden Parallellstrome. Die Formeln 
115 (b) sagen unmittelbar aus, dafs die aktuelle Geschwindigkeit der 
Kugel entsteht, wenn diese Vergleichsgeschwindigkeiten nach den 
Satzen 97 und 108 verkleinert oder vergréfsert, und nachher ein- 
ander superponiert werden. 

Hat die Kugel unverinderliches Volumen, so dafs die Dichte Q 
derselben konstant ist, so lassen sich die Gleichungen 115(b) nach 
der Zeit integrieren, und wir erhalten als Gleichungen der Bahn 
der Kugel 


Q 20) 
Qh == = 
Q+tq’* O44 
Q 3g 
a 6= = 
(a) O+tq* O4ia? 
= Q 349 
ERS TE 


Die Koordinaten des Mittelpunktes lassen sich dann durch diejenigen 
Koordinaten darstellen, welche einerseits die Kugel in der Vergleichs- 
bewegung im leeren Raume, und andererseits ein Fliissigkeitspartikel- 
chen im inducierenden Parallelstrome hat; diese Koordinaten werden 
nach den Satzen 98 und 109 verkleinert oder vergréfsert und nach- 
her einander superponiert. 

Ist das Volumen der Kugel verianderlich, so wird dieses Resultat 
insofern modificiert, als die Kugel bald etwas vorausgeeilt, bald 
etwas zuriickgeblieben ist, relativ zu der Lage einer Kugel kon- 
stanten Volumens. Einen allgemeinen Uberblick iiber die Form der 
Bahn wird der Satz aber immer geben, und zwar um so genauer, 
je kleiner die Volumveriinderungen sind. 


117. Geschwindigkeits- und Feldintensitatspotentiale fir die 
inducierte Bewegung. — Wir richten jetzt unsere Aufmerksamkeit 
auf die Felder. Dafs die friiher gefundenen Resultate erhalten 
bleiben werden, ist ohne weiteres zu erwarten, wir ziehen jedoch 
vor, eine direkte Verifikation auszufiihren. 

Aus dem durch die Potentiale 115 (a) dargestellten Geschwindig- 
keitsfelde entfernen wir also die energetische Partialgeschwindigkeit, 
deren Potential 


DO, = a,(a—a)+b(y—b)+4¢,(% —@) 
12* 
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‘st. Die zuriickbleibende Bewegung wird dann durch die Potentiale 


a(x —a)+ B(y—b) +7(% — 2) 


a) 
I 


d? Lites a a) oy | 
(a) =< d- 45 {(@- d) (wa) + (b-B)(y-2) + €-7) @-9) 


®, = +- d,(a —a) + b,(y—b) + 6,(%—¢) 


| > 
Qa. 
= 


dargestellt werden, wo die inducierten Geschwindigkeitskomponenten 
d,, b,, é, des Mittelpunktes der Kugel die Werte 92 (a) oder 


v 


b) 4=— 24-40, = —FGb-2f, &= —GGe-H) 


An der Oberfliiche der Kugel reducieren sich die Potentiale auf 


yo = —ad—{(ha— paw’ —a)+ (4b - $A) y'-)+G¢-$'-9} 
@' = tdd ++ a,(a—a) + b(y-b) +. 6, (¢-0). 


Differentiieren wir beide Ausdriicke lings einer zur Kugelfliche 
tangentiellen Richtung s, so fiallt in beiden das erste Glied rechts 
fort, und man erhalt infolge der Relationen (b) 


0g’  d@; 
(c) Os ° Os 
Das heifst: 


Im allgemeinsten Falle der hydrodynamischen Induktion im Paraillel- 
felde verhalten sich die tangentiellen Komponenten der inducierten Ge- 
schwindigkeiten an der Grenxfliche umgekehrt wie die Dichtigkeiten. 


Multiplicieren wir die inducierten Geschwindigkeiten mit den 
Dichtigkeiten, so erhalten wir folglich Vektorgréfsen, die an der 
Grenzfliche gleich grofse Tangentialkomponenten haben. Da zu- 
gleich diese neue Vektorgrélse, die Feldintensitiit, genau wie die Ge- 
schwindigkeit, potentiell in beiden Partialfeldern ist, so folgt: 


Im allgemeinsien Falle der hydrodynamischen Induktion im Parallel- 
felde ist die Feldintensitiét eine im ganxen Rawme potentielle Vektorgré/se. 


Die sich kontinuierlich aneinander schliefsenden Potentiale der 
Feldintensitiit werden 


GLEICHZEITIGE SELBSTINDUKTION UND FREMDINDURTION. {81 


P = @(a—a)+ B(y—b)+7(w—e) 


(a) ~ Fd 35 { 0-2) (ea) + 0-By-0) +0—7)(e-9)} 
De —dd+3(7D—<aD) + A(e—a) + By —b) + O(x—9). 


Die Kontinuitiit dieser Potentiale an der Grenzfliche erkennt man 
sofort, wenn man sich der die Relationen (b) vertretenden Rela- 
tionen 94(b), nimlich 


(e) A ae, Bo hb eB, C= Fe ey 


erinnert. 


118. Aktionsschicht, Aktionsintensitat und Aktionsmoment. — 
Mit Hilfe der eben aufgeschriebenen Potentiale der hydrodynamischen 
Feldintensitéit kénnen wir den allgemeinsten Ausdruck der Aktions- 
schicht aufstellen, und zu den damit verwandten Vektorgréfsen, der 
Aktionsintensitit und dem dynamischen Aktionsmoment tibergehen. 

Bildet man in gewoéhnlicher Weise aus den Potentialen die 
Normalkomponenten aufserhalb und innerhalb der Kugelflache, und 
zieht die letzteren von den ersteren ab, so erhilt man als allgemeinsten 
Ausdruck der Dichte der Aktionsschicht 


ea 
d 


a —a 
d 


d—D+(a— 4)" 7" + (5 Byes” + @- OS 


OH 
I 


(a) 


Dieser Ausdruck stimmt mit denjenigen der Formeln 105(b) und 
113(a) iiberein, nur das jetzt a,b,c und A, B, C allgemeinere Be- 
deutung als in jenen Formeln haben. Mit Hilfe der Formeln 117 (e) 
reduciert sich der Ausdruck der Dichte der Aktionsschicht auf 


Zu dieser Flichendivergenz auf der Kugelflache kommt noch die 
kubische Divergenz im Innern der Kugel: 


(b) V2Di= 3 
Mit Hilfe dieser Divergenzen auf der Grenzfliche und im Innern 


der Kugel kann man wieder durch ein Integral von der Form 11 (a) 
das Potential der Feldintensitat desjenigen Feldes ausdriicken, welches 
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auf dem Vorhandensein und der Bewegung der Kugel beruht, wahrend 
das Potential des nicht durch die Kugel erzeugten Parallelstromes 
durch iihnliche Integrale iiber die entfernten Kugeln, von welchen 
dieser Strom ausgeht, auszudriicken wire. 

Die Aktionsschicht ist aus zwei einfachen Schichten zusammen- 
gesetzt. Die erste Partialschicht beruht auf der Expansionsbewegung 
der Kugel und hat die in allen Punkten der Kugelfliche gleiche 
Dichte d—D. Die zweite Partialschicht beruht auf der translato- 
rischen Bewegung der Kugel relativ zu dem Parallelstrome und ist, 
wie in den friiheren Specialfallen, nach einem Kosinusgesetze verteilt. 
Deshalb wird, wenn wir simtliche Flachendivergenzen und kubischen 
Divergenzen summieren, diese letztere Schicht keinen Beitrag zu der 
Summe geben. Das Resultat der Summation wird die in 104(d) 
berechnete Gréfse H, das Voluminderungsmoment, werden. Als 
Definition dieser Gréfse kénnen wir also auch im allgemeinsten Falle 
das Integral 104(d) beibehalten, und das Voluminderungsmoment 
bleibt nach dem Satze 104(A) gleich dem Produkte der Volumaus- 
dehnungsgeschwindigkeit in die Dichte der Fliissigkeit. 

Der Teil der Schicht (a), welcher keinen Beitrag zu dem Volum- 
anderungsmomente liefert, ist die Normalkomponente eines Vektors: 


(c) f= a— A, g9= b—B8, h= t= 06, 
oder 


(c’) f= 3(a—@), 


= (5-6), h = $(e—7). 
Diese Gleichungen geben die allgemeinste Definition der Ak- 
tionsintensitat der Kugel. Ein Vergleich mit der friiher durch 
rein kinematische Betrachtungen definierten Aktionsgeschwindigkeit 
68(b) zeigt, dals wir genau wie in den friiheren Specialfiillen 103 
und 1138 zu dem folgenden einfachen Resultat kommen: 

Die Aktionsintensitdt der Kugel ist die mit der Dichte der F liissig- 
kett maltiplicierte Aktionsgeschwindigkeit. 


SI 


Durch Multiplikation mit dem Volumen E der Kugel bilden 
wir das dynamische Aktionsmoment 


(@) P= $(a-@)E, @ = §(6-A)E, = ¥02—7p)E. 


Der Vergleich mit dem frither definierten kinematischen Aktions- 

momente zeigt, dals wir wieder wie frither das Resultat finden: 
Das dynamische Aktionsmoment der Kugel ist das Produkt des 

kimematischen Aktionsmomentes in die Dichte der Plissigkett. 
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119. Anwendung auf die hydrodynamische Energiekraft. — Die 
somit erreichten Resultate sind besonders deshalb wichtig, weil im 
Ausdruck der hydrodynamischen Energiekraft 90(c) eben die Pro- 
dukte der Voluminderungsgeschwindigkeit und der kinematischen 
Aktionsmomente in die Dichte der Fliissigkeit vorkommen. Den 
Ausdruck dieser Kraft kénnen wir deshalb jetzt 


XxX, = —Ha—{d,F + égG4 4+ a, Hf} 
(a) Y= Hp — ig. Php G + 8, Hy 
A= — Ly i eG 4, HY 


schreiben. Die hier als Parameter auftretenden Grifsen 2, F, G, H 
sind jetzt dynamisch definiert, wodurch wir eine bessere Grundlage 
fiir die Diskussion dieser Kraft gewonnen haben. 

Allerdings haben wir oben diese Definitionen explicite nur fiir 
den Fall entwickelt, dafs sich die Kugel in einem Parallelstrom be- 
wegt, waihrend die hydrodynamische Energiekraft (a) erst in einem 
zusammengesetzten Parallel- und Deformationsstrom zu voller Ent- 
wickelung kommt. Die hydrodynamische Induktionskraft 90 (b) bleibt 
aber ganz unverindert, sei es, dafs aufser dem Parallelstrom noch 
Deformationsstréme aller méglichen Ordnungen vorhanden sind, so 
dafs die dynamische Grundlage der Definitionen bestehen bleibt. 


120. Permanente und temporare Geschwindigkeit der Kugel. — 
Fiir die eingehende Diskussion der hydrodynamischen Energiekraft 
ist es wichtig, zu beachten, dafs im allgemeinen zwei verschiedene 
dynamische Prozesse zur Bildung der Gréfsen F, G, H beitragen. 
Bei dem einen Prozels ist eine Energiekraft, bei dem anderen eine 
fremdinducierende Kraft die primaire Bewegungsursache. In den 
Abschnitten iiber Selbstinduktion und Fremdinduktion sahen wir 
diese Prozesse getrennt auftreten. Jetzt wirken die Krafte gleichzeitig, 
und die Beitrige, welche jede derselben zu den Grifsen F, G, H 
liefert, lassen sich eindeutig angeben, so dafs wir eine eindeutige Zer- 
legung dieser Gréfsen, und damit eine Zerlegung der Energiekraft 
in Partialkrifte mit ganz verschiedenen Eigenschaften erreichen. 

Fir die in die Ausdriicke von F, G, H eingehenden aktuellen 
Geschwindigkeitskomponenten a, b, é der Kugel ist diese Zerlegung 
schon in den Formeln 115 (b) gegeben. Auf der rechten Seite stehen 
zwei Partialgeschwindigkeiten, von denen die eine der energetischen 


184 DRITTER TEIL. FUNFTER ABSCHNITT. 


Geschwindigkeit der Kugel, die andere der Geschwindigkeit des indu- 
cierenden Parallelstromes proportional ist. Die erste dieser Ge- 
schwindigkeiten wird der Kugel gewissermafsen in intimerer Weise 
angehéren als die zweite. Die zweite ist sozusagen nur eine Ge- 
schwindigkeit, welche die Kugel interimistisch yon der Fliissigkeit 
geborgt hat: die Kugel wird sie haben, wenn ein inducierender 
Parallelstrom da ist, und sie sofort wieder verlieren, wenn die Be- 
wegung des Parallelstromes aufhért. Die energetische Geschwindig- 
keit wird dagegen der Kugel von seiten der Fliissigkeit nicht 
momentan mitgeteilt oder entzogen werden kénnen. Sie kann in 
intimster Weise der Kugel selbst angehéren, z. B. wenn die Be- 
wegung derselben auf inneren elastischen Kriaften beruht. 

Mit Riicksicht hierauf werden wir die erste Partialgeschwindig- 
keit in 115(b) die permanente, die zweite die temporire Partial- 
geschwindigkeit der Kugel nennen. Wir schreiben dann 


(a) d= 4,+4,, b = b,+6,, é= 6 +4, 


wo die permanente Geschwindigkeit durch 


ae ee ee: ee QO; ee Saas 
(b) a, = Genie a. b, oat bes é, = aie a 
und die temporire Geschwindigkeit durch 
(c) oe ee a doe j +9 ? $@ 5 
a, => Orig” b, Stage: C, — OFF," 


gegeben sind: 


(A) Die permanente Partialgeschwindigkeit der Kugel ist gleich 
threr mit dem Hemmungsverhiilinisse multiplicierten energetischen Ge- 
schwindigkett. 

(B) Die temporiire Partialgeschwindigkeit der Kugel ist gleich der 
mit dem Koefficienten der fremdinducierten Geschwindigkeit multiplicierten 
Geschwindigkeit des Kinfallsstromes. 

Wenn die reine Selbstinduktionserscheinung vorliegt, das heifst, 
wenn ¢ = 6 = y = 0, wird die permanente (reschwindigkeit mit 
der aktuellen identisch. Die Formeln (b) reducieren sich dann auf 
die im Abschnitt iiber die Selbstinduktion diskutierten Formeln 96 (e). 
Wenn die Erscheinung der reinen Fremdinduktion vorliegt, das heilst, 
wenn d, = 6, = é, = 0, wird die temporire Geschwindigkeit mit 
der aktuellen identisch, und die Formeln (c) reducieren sich auf die 
im Abschnitt iiber die Fremdinduktion diskutierten Formeln 106 (b) 
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121. Permanentes und temporares Aktionsmoment. — Der allge- 
meine Ausdruck des kinematischen Aktionsmomentes war nach 68 (c’) 


P= $(é-¢)B, G@=3(b-f)E, H = 3(eu7)E. 


Wenn wir hier 120(a) einsetzen, werden sich F, G, H in einen nur 
von der energetischen Geschwindigkeit, und einen nur yon der Ge- 
schwindigkeit des inducierenden Parallelstromes abhingigen Teil zer- 
legen. Den ersten werden wir als das permanente, den zweiten als 
das temporiire Aktionsmoment bezeichnen: 


(2) FoF +f, G= G+ G,; H= H,+H,, 
wo also 

(b) Fo= 34,£, G,= 3b EB, i= $6,H, 
und 


(c) K= 3(4,-a)E, G, $(b,-B)E, H, $(¢,-7) EB. 


I 
l 


Die durch (b) definierten F,, G,, H, hingen hier nur von elder e 


die durch (c) definierten F., G,, H, nur von &, 6, 7 ab. Fir die 
letzteren finden wir durch ianfahning von 120(c) die Ausdriicke 


Durch Multiplikation mit der Dichtigkeit gq der Flissigkeit 
kommen wir zu entsprechenden Formeln fiir die dynamischen 
Aktionsmomente: 


(d) F=FL +h, G=G,+G,, H= H+ 
wo 
(e:) Fi = $94,£, G, = 3q6,E, H, = $96¢,# 
und 


q-9 6 7 q- 
eh girecen (ees LR arora 


VE. 


Wenn kein inducierender Parallelstrom da ist, wird das perma- 
nente Aktionsmoment, wie man sich leicht iiberzeugt, mit dem 
im Falle der reinen Selbstinduktionserscheinung studierten Aktions- 
moment identisch (103). Wenn andererseits keine energetische, also 
auch keine permanente Geschwindigkeit vorliegt, wird das temporare 
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Aktionsmoment (f) mit dem im Falle der reinen Fremdinduktion 
studierten Aktionsmoment identisch (118). 

In abnlicher Weise wie wir die Aktionsmomente zerlegt haben, 
kénnen wir auch die Aktionsgeschwindigkeiten, die Aktionsintensitaten 
und die Aktionsschichten in ihre permanenten und ihre tempo- 
riiren Bestandteile zerlegen. Die in Frage kommenden Ausdriicke 
haben wir schon alle getrennt studiert, die permanenten im Ab- 
schnitte tiber die Selbstinduktion, die temporaren im Abschnitte 
iiber die Fremdinduktion. 


122. Permanente und temporare Energiekraft. — Nach dieser 
Zerlegung des Aktionsmomentes zerfallt die hydrodynamische 
Energiekraft von selbst in eine permanente und eine temporare 
Partialkraft: 


eg = Ae a Xr, 
(a) Ne = h Get a Yi, 
Zo = Ge, 


Die permanente Energiekraft hat dann die Komponenten 


= Le + a,G,+ 4, H,} 
(b) bie peu. <a bE <— {Ga ie to Bp G. 5% B, H,} 
Za an he jy E fia ie F, ae 76 G. aig 3 Hs 


Die hier auftretenden Parameter 2, F, G@,, H, kénnen alle als der 
Kugel selbst angehérende Parameter aufgefalst werden, beispielsweise 
in der Weise, dals sie alle Bewegungen der Kugel beschreiben, die 
auf inneren elastischen Schwingungen derselben beruhen. 

Die temporire Energiekraft hat die Komponenten 


xX, = — {da F, + dg G, + &, H} 
(c) Nee aa —{B.F + Be G, + B, A} 
4, = alg eon Ot py Ele 


Die hier auftretenden Parameter F,, G,, H, beschreiben Bewegungen, 
welche die Flissigkeit in der Kugel induciert hat. Durch Einsetzen 
der Werte 121(f) derselben ergeben sich 
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x, = — $0 GFE (dud + ep + dy 7} 

/ am q—-Y ee Me tae 
(c) UN — 406 paGE [hat + BoB + 6,7} 
a iY SNpome cay: ee 

41, — Fags iae + 08 + 7,7} 


als entwickelte Ausdriicke fiir die Komponenten der temporiren 
Energiekraft. 


Sechster Abschnitt. 


Allgemeine Siitze iiber den relativen Einfluss der Induktions- 
kraft und der Energiekraft auf die Bewegung der Kugel. 


123. Impulsive Bewegung. — Die Eigenschaften der hydro- 
dynamischen Energickraft, welche jetzt mehr und mehr in den 
Vordergrund der Diskussion treten wird, unterscheiden sich in vielen 
Beziehungen bedeutend von denjenigen der Induktionskraft. Diesen 
Unterschied kénnen wir sofort durch die Betrachtung einiger be- 
sonderer Bewegungsformen zeigen. 


Es sei die Bewegung zuniachst eine durch Stofskrafte erzeugte 
impulsive Bewegung. Wéihrend der sehr kurzen Stofszeit darf 
die Konfiguration und Lage des Systems nur verschwindend kleine 
Verainderungen erleiden, wihrend gleichzeitig die Geschwindigkeiten 
sich um endliche Gréfsen veriindern. Wihrend dieser Zeit miissen 
dann die Beschleunigungen sehr grofs sein, wihrend die Geschwindig- 
keiten immer endliche Gréfsen bleiben. 


Ist eine solche Bewegung gegeben, und fiihrt man im Aus- 
drucke der Induktionskraft die Differentiationen nach der Zeit aus, 
so findet man, wie wir schon gesehen haben, teils Glieder, welche 
von den Beschleunigungskomponenten 4, b, ¢ der Kugel, und den- 
jenigen @, f, 7 des aufseren Stromes abhiingen und somit sehr grofs 
werden, teils auch Glieder, die Produkte der Volumausdehnungs- 
geschwindigkeit # in die linearen Geschwindigkeitskomponenten 4, b,é 
der Kugel und 4, , 7 des Stromes sind. Da nur die grofsen Gheder 
wihrend der kurzen Stolszeit einen merkbaren Hinfluls auf die Be- 
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wegung der Kugel ausiiben kénnen, wird es also gestattet sein, 
wiihrend dieser Zeit 90(b) durch 


X, = —qE(ta— fe) 
(a) Y, = —qH(tb—P) 
To Gy) 


zu ersetzen. 

Im Ausdrucke der Energiekraft 90(c) treten nur Produkte der 
immer endlichen Geschwindigkeitskomponenten auf. Im ersten Gliede 
steht das Produkt von Volumausdehnungsgeschwindigkeit H und 
translatorischer Geschwindigkeit (@,f, 7) des i#ulseren Parallel- 
stromes. Im zweiten Gliede finden sich die Produkte der im Aktions- 
momente enthaltenen Geschwindigkeitskomponenten in die Kom- 
ponenten der Deformationsgeschwindigkeit des iufseren Stromes. Die 
in der Energiekraft enthaltenen Glieder sind also von derselben 
Gréf{senordnung, wie die im Ausdrucke (a) der Induktionskraft ver- 
nachlassigten, und wir schliefsen: 

Wéahrend des impulsiven Bewegungsxustandes kann die Energiekraft 
im Vergleich xu der Induktionskraft vernachlissigt werden. 

Gleichzeitig kénnen wir wiihrend der Stofszeit, je nachdem es 
sich zweckmilsig zeigt, den Ausdruck der Induktionskraft in der 
exakten Form 90(b) oder der angenitherten Form (a) schreiben. 
Ubrigens wird auch die letztere Form exakt sein, wenn das Volumen 
der Kugel unverinderlich ist. 


124. Schwingungen mit -kleinen Amplituden. — Im Falle einer 
schwingenden Bewegung ist sowohl die Geschwindigkeit als die Be- 
schleunigung der Amplitude proportional. Das in 123 (a) entwickelte 
Hauptghed der Induktionskraft ist eine lineire Funktion der Be- 
schleunigungskomponenten der Kugel und des Parallelstromes, und 
ist somit der ersten Potenz der Amplitude proportional. Die bei 
dieser Entwickelung vernachlissigten Glieder der Induktionskraft 
und siimtliche Glieder der Energiekraft enthalten aber Produkte 
der Geschwindigkeitskomponenten, sind also dem Produkte zweier 
Schwingungsamplituden proportional. Es geniigt deshalb, die Ampli- 
tuden klein zu wiihlen, um zu erreichen, dafs die Energiekraft im 
Vergleich zu der Induktionskraft schwach wird. Die Kleinheit ist’ 
dabei selbstverstindlich relativ aufzufassen: die Liingen der Ampli- 
tuden miissen klein sein im Vergleich zu allen anderen im Ausdrucke 
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der Energiekraft auftretenden Lingen. Von solchen Liingen kommt 
nur eine vor, nimlich der Radius d der Kugel, welcher in das 
Volumen H, und dadurch implicite in die Parameter H, F G, H 
eingeht. Die Schwingungsamplituden miissen also relativ zu den 
Kugelradien klein sein; das war aber die Definitionseigenschaft der 
verborgenen Schwingungen (41), so dals wir den folgenden, fiir die 


Dynamik der verborgenen Bewegungen Aulserst wichtigen Satz 
finden: 


Im Halle einer schwingenden Bewegung, bei welcher die Amplituden 
klein sind im Vergleiche xu dem Radius der Kugel, verhdlt sich die 
Intensitat der Induktionskraft xu derjenigen der Energiekraft wie eine 
endliche Grofse xu einer kleinen Gri/se erster Ordnung. 

Hs tritt also eine auffallende Verwandtschaft zwischen der 
schwingenden Bewegung mit kleinen Amplituden und der impulsiven 
Bewegung auf, eine Verwandtschaft, welche offenbar darauf beruht, 
dafs die schwingende Bewegung als eine periodisch wiederholte 
impulsive Bewegung aufgefafst werden kann. Die Bedingung, dalfs 
wihrend der Stofszeit’ keine wesentliche Konfigurationsverinderung 
eintreten darf, bleibt erfillt, solange man die Bedingung von der 
Kleinheit der Amplituden relativ zum Kugelradius festhilt. 

Durch diese Analogie mufs man sich aber nicht verleiten lassen, 
die Energiekraft im Falle kleiner Schwingungen ohne weiteres zu 
vernachlassigen, und die Induktionskraft in der Form 123 (a) zu 
schreiben. Wéihrend der Stofszeit wird dieses gestattet sein, weil 
die schwichsten Kraftglieder dabei nicht Zeit haben, merkliche Be- 
wegungen zu erzeugen. Jetzt haben wir es aber mit einem an- 
dauernden Bewegungszustande zu thun, wihrend dessen auch kleine 
Krifte grofse Wirkungen haben kénnen. 


125. Mittelwert der Induktionskraft im Falle periodischer Be- 
wegungen. — Die Wichtigkeit der letzten Bemerkung wird sofort 
hervortreten, wenn wir die Mittelwerte der Krafte bei periodischen 
Bewegungen suchen. Die periodische Bewegung denken wir uns zu- 
nachst allgemeinster Natur, so dafs sie nur dadurch definiert ist, dafs 
das System periodisch dieselben Lagen mit denselben Geschwindig- 
keiten durchliuft. Diese Bewegung wird dann auch eine schwingende 
sein kénnen, mit grofsen oder mit kleimen Amplituden. 

Saimtliche Parameter des Systems, sowie ihre Ableitungen nach 
der Zeit miissen dann periodische Funktionen der Zeit mit gleicher 


5 1 Q 
Periode sein. Die unter dem Zeichen + im Ausdruck der 
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Induktionskraft auftretenden Verbindungen solcher Funktionen werden 
dann auch Funktionen der Zeit mit derselben Periode. Wir kénnen 
daher den Satz 21(A) zur Verwendung bringen und schliefsen: 


Im Falle periodischer Bewegungen hat die hydrodynamische Induktions- 
kraft den Mittelwert Null. 


Wenden wir diesen Satz auf den Fall von Schwingungen mit 
kleinen Amplituden an, so zeigt es sich, dals die Induktionskraft 
nur in den inneren Verlauf der Schwingungen eingreift; und hier 
kann sie als allein wirkend aufgefafst werden, da sich die schwache 
Energiekraft neben ihr nicht geltend machen kann. Aber anderer- 
seits wird diese an Intensitét bei weitem tiberwiegende Induktions- 
kraft keine Tendenz zur Erzeugung dauernder Bewegungen in be- 
stimmter Richtung haben. Solche werden nur von der viel schwacheren 
Energiekraft erzeugt werden kénnen. 


126. Mittelwert der Energiekraft im Falle synchroner Schwin- 
gungen. — Auch die Energiekraft wird periodischen Schwankungen 
unterworfen sein, wenn eine periodische Bewegung des Systems vor- 
liegt. Im allgemeinen wird dabei sowohl die Richtung als die Inten- 
sitit veriinderlich sein, so dafs ihre Richtungslinie einen Kegel im 
Raume beschreibt. Nehmen wir aber den Mittelwert wiihrend einer 
Periode, so werden wir meistens nicht den Wert Null erhalten, 
obschon in vielen Fallen die an sich grofsen Glieder im Mittel 
ausfallen. 

Ks giebt aber besonders einen Fall, wo die Energiekraft nicht 
nur einen von Null verschiedenen Mittelwert hat, sondern wo sie 
als eine an Vorzeichen und Richtung unveriinderliche, und nur an 
Intensitit periodisch schwankende Kraft auftritt. Es ist dies der 
Fall der synchronen Schwingungen. 

Die synchronen Schwingungen des ganzen Kugelsystems waren 
dadurch definiert, dafs alle geometrischen Parameter proportional 
derselben Funktion der Zeit, f(t), waren, und folglich alle kine- 
matischen Parameter proportional der Zeitableitung dieser Funktion, 
/(t) (46). Die Bewegung der Flissigkeitspartikelchen bestand dann 
in kleinen Schwingungen lings eines festliegenden Systems von Strom- 
linien. In dem vorliegenden Falle, wo wir nur die Bewegung einer 
Kugel und der umgebenden Flissigkeit betrachten, werden also die 
Bedingungen darin bestehen, dafs im Hinfallsstrome die Schwingungen 
langs eines festen Systems von Stromlinien verlaufen, und dals die 
Schwingungen der Kugel mit denjenigen des Hinfallsstromes syn- 
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chron sind. Mathematisch driickt sich dies dadurch aus, dafs die 
Parameter #, F, G, H, &, B, 7, da, cp, Gy, Buy »-. proportional 
derselben Funktion der Zeit, f(t), sind. 

Hat diese Funktion, wie wir es bei fritheren Gelegenheiten 
vorausgesetzt haben, den quadratischen Mittelwert Eins in der 
Periode, so kénnen wir als Bedingungen fiir den synchronen Schwin- 
gungszustand die Gleichungen 


i= Ei. f(t) & = ty. f(t) Ree de) 
PoP) P= 6.) fp = B40 

© G = G,,.f(t) eae) ty = Vy f(t) 
Hoe Baty, 

aufstellen, wo HL, Ff, ... ¢,,... die nach 21 definierten und mit 


Vorzeichen versehenen quadratischen Mittelwerte sind. Substituiert 
man die Werte (a) in den Ausdruck 119(a) der Energiekraft, so 
ergiebt sich: 


O 2 =P m, Y= (HRy, 2 = [repz, 


wo X?, Y?, Z? die von der Zeit unabhaingigen Gréfsen 


Xi = — 4, Hf, —{dc lh, + of G, + &, H,} 
(c) VY? = —f,H, —{fak, + fe G, + 6 H,} 
Zi= —7,H, —{¥el, + 8 Gy +77 Hy} 


sind. 

Die Energiekraft (b) wird also hier eine an Vorzeichen un- 
verinderliche Gréfse sein; nur hat sie immer noch eine Intensiti&t, 
welche sich proportional der immer positiven periodischen Funktion 
[ f(t)? ver’indert. Nehmen wir den linearen Mittelwert von (b), so 
kommen wir, weil f(t) den quadratischen Mittelwert Eins hat, zu 
den Formeln (c). Diese Formeln stellen also die Hnergiekraft im 
Falle von synchronen Schwingungen dar, wenn wir von Hinzelheiten 
absehen und nur nach den durchschnittlichen Resultaten fragen. 

Die Formeln (c) sind den Formeln fir die aktuelle Energie- 
kraft 119(a) vollkommen analog, nur sind die rechts auftretenden, 
von der Zeit abhingigen Gréfsen durch die von der Zeit unab- 
hangigen, aber mit Vorzeichen versehenen quadratischen Mittelwerte 
ersetzt worden. Der Ubergang von der aktuellen Energiekraft zu 
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ihrem Mittelwert im Falle des synchronen Schwingungszustandes ist 
also dem Ubergange von dem Potential der aktuellen Bewegung zu 
dem Potential des synchronen Schwingungszustandes vollkommen 
analog (46). Hs ist deshalb nie notwendig, neue Formeln fiir den 
Fall dieses Schwingungszustandes aufzustellen, sondern wir kénnen 
immer die Formeln fiir die aktuelle Energiekraft benutzen, und 
durch den folgenden Satz die Resultate fiir den betrachteten Fall 


ableiten: 


Im Falle synchroner Schwingungen ist die hydrodynamische Energie- 
kraft an Richtung unverinderlich und ihr Mittelwert kann durch die 
Formein fiir die aktuelle Energiekraft dargestellt werden, nur da/s man 
die Symbole E, F, G, H, &, B, 7, Ga, Gg, ... als quadratische Mittel- 
werte auffa/st. 


127. Die permanente Energiekraft im Falle synchroner oder 
nicht synchroner Sinusschwingungen. — Schon bei diesen Betrach- 
tungen der hydrodynamischen Energiekraft als Funktion nur der 
Zeit tritt die Wichtigkeit der Zerlegung der totalen Energiekraft 
in die permanente und die temporire Partialkraft hervor. Denn 
da die temporaren Aktionsmomente fF, G,, H, nach 121(f) den Ge- 
schwindigkeitskomponenten @ $, 7 im Einfallsstrome proportional 
sind, werden die Bedingungen des Synchronismus schon von selbst 
erfiillt sein, sofern nur die Bewegung im Einfallsstrome in Schwingungen 
langs eines festliegenden Systems von Stromlinien besteht. Ganz anders 
verhalt es sich dagegen mit der permanenten Energiekraft, wo BE, 
F, G,, H, als Gréfsen auftreten, die von der Bewegung im EKinfalls- 
strome unabhingig sind. 

Wir wollen deshalb besonders die permanente Energiekraft 
untersuchen, wenn sich die permanenten Schwingungen der Kugel 
dem Synchronismus mit den Schwingungen des LEinfallsstromes 
nihern. Dabei betrachten wir, der Kinfachheit halber, den Fall, dafs 
die Schwingungen sinusférmig verlaufen. 

Kin beliebiges der vier Glieder, welche im Ausdruck der Kompo- 
nenten 122 (b) der permanenten Energiekraft auftreten, kann in der 
Form 


(2) F =—¢68§ 


é 


geschrieben werden, wobei é& die Geschwindigkeit im Parallelfeld 
und S das Voluminderungsmoment, oder auch ¢ eine der deforma- 
tiven Geschwindigkeitskomponenten, und S§ eine Komponente des 
dynamischen Aktionsmomentes bedeuten kann. 
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Verindern sich die Koordinaten des Systems sinusférmig, so 
werden sich die mit Zeitableitungen proportionalen Gréfsen ¢ und S 
kosinusférmig veriindern, und zugleich die linearen Mittelwerte Null 
haben. Wir setzen also ¢ und 8 zwei Kosinussen proportional und 
fiigen den numerischen Faktor V2 hinzu, weil ein mit diesem Faktor 
multiplicierter Kosinus den quadratischen Mittelwert 1 hat. Wir 
kénnen dann 


(b) 6 = 6,V2cos(gitg), S = S V2cos(ht +H) 


schreiben, wo 6,, und S die quadratischen Mittelwerte der Grdfsen 
6 und S sind. Diese Gréfsen deuten wir vorliufig als positiv, ohne 
noch die Vorzeichenregel 21(B) anzuwenden. Die in dem Kosinus 
vorkommenden Parameter g und h sind die mit 2” multiplicierten 
Schwingungszahlen, g’ und h’ Zahlen, von welchen die Phasen ab- 
hingen. 


Fig. 30. Schwankungen der Energiekraft in der Nahe 
des Isochronismus. 


Die Substitution von (b) in das Kraftglied (a) giebt 


Fo = —6,,8,,.2cos(gt+y')cos(ht +h’), 
oder nach einer einfachen Umformung des Produktes zweier Ko- 
sinusse 
(jee = -—-¢.5.. { cos [(gth)t+9 +h'| +c0s[(g—h)t+9—h'| 


Das Kraftglied 7, macht also im Verlauf der Zeit eine doppelte 
Schwankung, deren jede kosinusférmig verliuft, und wobei die 
Schwingungszahl der einen die Summe, die der anderen die Differenz 
der beiden einzelnen Schwingungszahlen ist. 

Jetzt denken wir uns, dafs die Schwingungszahlen einander mehr 
und mehr gleich werden. Die erste, schnell verlaufende Kraft- 
schwankung wird dabei wesentlich unveriindert, die zweite, von der 
Differenz der Schwingungszahlen abhingige, wird dagegen immer 
langsamer verlaufen, so dafs die Kraft als Funktion der Zeit gra- 
phisch durch die doppelt wellenférmige Kurve der Figur 30 dar- 
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gestellt werden kann. Betrachten wir nur den Mittelwert der Kraft 
wihrend einer Periode der schnellen Schwankung, so wird dieser 


durch die Formel 
(c’) Fo = —6,8,,.cos[(g—h)t+(¢¥-—’)] 


dargestellt. Graphisch lafst sich dieser Mittelwert der Kraft durch 
die in der Figur punktierte Mittellinie mit langen Wellen darstellen. 
Nehmen wir. schliefslich den Mittelwert der Kraft wihrend einer 
Periode dieser langsamen Schwankung, so erhalten wir das Re- 
sultat Null. 

Solange Schwingungen verschiedener Schwingungsdauer vor- 
liegen, wird also die Kraft F, immer den Mittelwert Null haben, 
wenn wir hinlinglich lange Zeitriume betrachten. Sie wird das 
Vermigen haben, langsam verlaufende schwingende Bewegungen mit 
Amplituden beliebiger Griéfse zu erzeugen, nicht aber andauernde 
Bewegungen unverinderlicher Richtung veranlassen kénnen. Gehen 
wir aber zu dem Falle des exakten Isochronismus beider Schwingungen 


tber, g = h, so reduciert sich der allgemeine Ausdruck (c) der 
Kraft auf 
Oy) ra 6S | 608 [ (9 +h)t + (9 +h’)] + cos(g'— n)\. 


Wir haben es also von jetzt an nur mit den schnellen Kraftschwankungen 
zu thun, die friiheren langsamen Schwingungen haben eine unend- 
liche Schwingungsdauer erhalten, und die entsprechende Wellenlinie 
ist eime gerade Linie parallel zur 2’-Achse geworden. Der Mittel- 
wert der Kraft fiir Zeiten beliebig grofser Linge wird 


(d’) F; = — 6,,8,,.c0s(9 —h’) 


und ist eine von der Zeit unabhingige Gréfse. Diese Kraft wird 
also andauernde Bewegungen bestimmter Richtung erzeugen kénnen, 
ihre Intensitat und ihr Vorzeichen hingt nur von dem Phasenunter- 
gchiede der beiden Schwingungen ab. 

Ist g = h’, so haben wir gleiche Phase; der Kosinus wird Kins, 
und wir finden fiir die thatsichliche und die mittlere Kraft be- 
zichungsweise 


ae by Sy, {008 [(g + h) t+ 9 aayahe 1} 
(e) 


Nera nue re 
Fe = On m° 
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Die aktuelle Kraft wird durch die ganz unter der «-Achse hegende 
Wellenlinie der Figur 31a dargestellt, und die mittlere Kraft durch 
die punktierte Gerade. Verschieben sich die Phasen, so dafs 


g—h = = also der Phasenunterschied ein Viertel der ganzen 
Schwingungsdauer betrigt, so wird der Kosinus Null, und wir er- 


halten fiir die aktuelle und die mittlere Energiekraft 


iy — 6,8, Cos|(g +h)t+g +h’ | 
(e’) 
i oa). 


Die Kraft hat also den Mittelwert Null, die Wellenlinie Figur 31b 
hegt zur x-Achse symmetrisch, und die punktierte Mittellinie, welche 


Fig. 31a, b unde. Schwankungen der Energiekraft bei Iso- 
chronismus. a und ¢ Synchronismus. b Viertel Phase. 


die mittlere Kraft darstellt, ist mit dieser Achse zusammenge- 
fallen. Bei dem Phasenunterschiede g’ — h’ = am, welcher eine halbe 
Schwingungsdauer betraigt, wird die Kraft 


y 
I 


_ iy Sp { £08 [(9 +h)t+¢7 +h |— 1} 
(e") 


Ro = .¢ 8 


mm > 


die Wellenlinie, welche /,, und die punktierte Gerade, welche F dar- 
stellt, liegen ganz oberhalb der x-Achse (Figur 31). 
Nach einer Verschiebung von noch einem Viertel der ganzen 


Schwingungsdauer haben wir wieder den durch die Figur 31b dar- 
13* 
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gestellten Fall, und die mittlere Kraft wird wieder Null. Nach 
einer neuen Verschiebung um eine viertel Phase kommt man zu dem 
Fall der Figur 31a zuriick, und so weiter. 

Ist der Phasenunterschied Null oder eine halbe Schwingungsdauer, 
so liegen nach unserer Definition synchrone Schwingungen vor (46). 
Anstatt in den Gleichungen (b) einen Phasenunterschied 0 oder } 
einzufiihren, kénnen wir denselben Kosinus benutzen, 


(f) é = 6,)2.cos(gtty), SS = 8,/2cos(gt+y), 


und die Faktoren 6, und S, als Gréfsen mit Vorzeichen nach der 
Regel 21(B) betrachten. Bei gleichem Vorzeichen dieser Grofsen 
erhalten wir dann die mittlere Kraft (e), bei entgegengesetztem 
Vorzeichen die entgegengesetzte mittlere Kraft (e”). Die Vor- 
zeichen der Groéfsen ¢,, und S, sind in diesem Falle die Vor- 
zeichen der Griéfsen 6 und S selbst zu einer beliebig gegebenen 
Anfangszeit. 

Die hier durchgefiihrten speciellen Uberlegungen haben also zu 
genau demselben Resultate gefiihrt, wie die unmittelbare Verwendung 
des Satzes 126. Der Ausdruck des Mittelwertes des betrachteten 
Kraftgliedes lafst sich im Falle synchroner Schwingungen 


(g) F? a = oe Ss 


schreiben und ist mit dem urspriinglichen Ausdruck (a) identisch, 
nur dafs die aktuellen Geschwindigkeiten und das aktuelle Volum- 
anderungs- beziehungsweise Aktionsmoment durch die entsprechen- 
den quadratischen Mittelwerte ersetzt worden sind. 


Siebenter Abschnitt. 


Kinflufs der Energiekraft auf die Bewegung der Kugel. 


128. Beziehung der Energiekraft zur Bewegung der Kugel 
und der Flissigkeit. — Wie die hydrodynamische Energiekraft als 
Funktion der Zeit auftritt, ist aus den Untersuchungen der yorher- 
gehenden Abschnitte klar. Betrachten wir sie jetzt in Bezug auf 
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ihre geometrischen Eigenschaften, das heifst in Bezug auf die Ab- 
hangigkeit ihrer Richtung und Gréfse von dem Bewegungszustande 
der Kugel und der Fliissigkeit. Dabei untersuchen wir erst die 
totale Hnergiekraft 119(a), um uns spiiter den besonderen EKigen- 
schaften der permanenten und der temporiiren Partialkrafte zu- 
zuwenden. 

Im Ausdrucke der Energiekraft treten als Reprisentanten der 
Bewegung der Fliissigkeit erstens die translatorischen Geschwindig- 
keitskomponenten 


(a) a, Bs 7, 
und zweitens die deformativen Geschwindigkeiten 
(b) Was Op, Cyy 


auf. Hier muss beachtet werden, das (a) und (b) die Geschwindig- 
keitskomponenten des urspriinglichen, von der Bewegung der Kugel 
noch nicht gestérten Einfallsstromes darstellen. Wir brauchen des- 
halb nicht auf die thatsaichlich vorliegenden komplicierten Felder 
Riicksicht zu nehmen, sondern denken uns, wie schon bei friiheren 
Gelegenheiten, die Bewegung des Einfallsstromes und die Bewegung 
der Kugel eiander ungestért superponiert. 

Jede der Gréfsen (a) und (b) erscheint im Ausdrucke der Energie- 
kraft mit einem Faktor multipliciert, welcher als Reprasentant der 
Bewegung der Kugel aufgefafst werden kann. Als Faktor der 
Translationsgeschwindigkeit der Flissigkeit tritt das Volumainderungs- 
moment 


(a) B 
auf, welches der Volumausdehnungsgeschwindigkeit proportional ist. 


Als Faktoren der deformativen Geschwindigkeiten (b) treten die 
Komponenten des dynamischen Aktionsmomentes 


(b’) BF G, 
auf. Wenn wir dieselben als Reprasentanten der Bewegung der 
Kugel ansehen, diirfen wir jedoch nicht vergessen, dafs die in ihnen 
enthaltenen translatorischen Geschwindigkeitskomponenten des Mittel- 
punktes der Kugel nicht die absoluten, sondern die zum Hinfalls- 
strome relativen Geschwindigkeitskomponenten sind, wie die Aus- 


driicke 118 (d) zeigen. 
Die hydrodynamische Energiekraft zerlegt sich deshalb in zwei 
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wesentlich verschiedene Partialkrafte: Die erste wird eine 1m 
Parallelfelde auftretende oder von der Voluminderung der 
Kugel abhangige, die zweite eine im Deformationsfelde auf- 
tretende, oder von der relativen Translationsbewegung der 
Kugel abhangige Kraft sein. 


129. Die von der Volumanderung der Kugel abhangige Energie- 


kraft. — Die Komponenten der somit definierten ersten Partial- 
kraft sind: ; 

xX, = —aHn 
(@) Y= ea 

Z= —VE. 


Wir schliefsen also: 

(A) Die Energiekraft, welche die volumindernde Kugel angreift, ist 
gleich dem negativ genommenen Produkte aus der Geschwindigkeit des 
Parallelstromes in das Volumdnderungsmoment der Kugel. 


Fig. 32, a und b. Energiekraft gegen expandierende Kugel (a) 
und kontrahierende Kugel (b) im Parallelfelde. 


Lésen wir # in seine Faktoren g und FH auf, so sehen wir, 
dafs die Kugel durch ihre Volumiinderungsgeschwindigkeit, die 
Flissigkeit durch ihre Dichte und ihre lineare Geschwindigkeit 
wirkt. Weiter findet man als einfache Regel fiir die Kraft- 
richtung: 

(B) Die expandierende Kugel wird gegen den Strom, die kontra- 
Inerende mit dem Strome getrieben. 


Der Satz wird durch die Figuren 32a und b illustriert, wo die 
Bewegungen der Kugel und des Parallelstromes als einander un- 
gestort superponiert gezeichnet sind, und der stark gezeichnete, an 
dem Mittelpunkte der Kugel angreifende Pfeil die resultierende 
Knergiekraft darstellt. 


Die Kraftregeln (A) und (B) sind auf das urspriingliche, von 
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dem Vorhandensein der Kugel noch nicht gestirte Parallelfeld be- 
zogen. Die Kraft steht aber in enger Beziehung zu der Asymmetrie 
des reellen Feldes. Auf derjenigen Seite der Kugel, wo der Radial- 
strom dem Parallelstrome entgegenwirkt, findet sich ein neutraler 
Punkt (Fig. 21), und man sieht, dafs die eben gegebene Regel iiber 
die Kraftrichtung mit der folgenden identisch wird: 


(C) Die Energiekraft sucht die volwmdndernde Kugel gegen den 
neutralen Punkt des umgebenden Feldes hinxutreiben. 


130. Die von der relativen Translationsbewegung der Kugel 
abhangige Energiekraft. — Die zweite partielle Knergiekraft, welche 
von der relativen translatorischen Bewegung der Kugel und dem 
iufseren Deformationsstrome abhiingig ist, hat die Komponenten: 


X, = —{a&F+6;G+ a, H} 
(a) Y, = —{.P+ be G + 8, A} 
4, = Wort 7eG 197) 1}: 


Hier sind F, G, H die Komponenten des dynamischen Aktions- 
momentes, also nach der allgemeinsten Definition dieser Gréfsen 


P= }qH(4— @) 
(b) G = $qE(b— #) 
HG Le 7); 


Fiir das Auftreten dieser Kraft ist also eine notwendige Bedingung, 
dafs die Kugel relativ zu dem umgebenden Parallelstrome eine 
Translationsbewegung hat, so dafs eine Konfliktgeschwindigkeit 


(in ad—d, b— 8, C7 


vorhanden ist. Dabei ist es gleichgiiltig, ob absolut genommen die 
Kugel in Ruhe ist, und die Fliissigkeit voritberstrémt, oder um- 
gekehrt die Kugel bewegt ist, wihrend das umgebende Parallelfeld 
fehlt. In allen Fallen wird die Konfliktgeschwindigkeit das Aktions- 
moment eindeutig bestimmen, und von der Beziehung des Aktions- 
momentes zu dem umgebenden Deformationsfelde wird die Kraft 
abhingen. 

Nachdem das Aktionsmoment der Kugel bestimmt ist, kénnen 
wir yon dem etwa vorhandenen Parallelstrome absehen und die 
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Vorstellung benutzen, dafs die Kugel sich nur in einem Deforma- 
tionsstrome befindet, und dafs ihr Mittelpunkt im betrachteten Augen- 
blicke durch das Deformationscentrum passiert mit einer der Konflikt- 
geschwindigkeit (c) gleichen absoluten Geschwindigkeit. : 

Um ein geometrisches Bild dieser Kraft in Bezug auf Grolse 
und Richtung zu erhalten, kénnen wir die Kraftkomponenten (a) 
mit den ganz ihnlich gebauten Ausdriicken 54 (a) der Geschwindig- 
keitskomponenten im Deformationsfelde, namlich 


oP = ti(a— a) + aly — b) + a (4-8) 
(a) so = Pala —a) + Bay — 5) +B (w—©) 
0 @ 


ee Vo(u— @) + Paly — b) + eo) 


vergleichen. Die Ausdriicke (a) und (d) werden untereinander 


Fig. 33, a und b._ Energiekraft im Deformationsfelde gegen fort- 
schreitende Kugel (a), und gegen voluminderndes Kugelpaar (b). 


entgegengesetzt gleich, wenn wir «—a, y—b, x—c mit F G, A 
identificieren. Das heifst: 


Tragt man von dem Centrum des Deformationsfeldes eine Strecke 
ab, welche das dynamische Aktionsmoment darstellt, so wird die negatrv 
genommene Geschwindigkeit des Deformationsfeldes im anderen Endpunkte 
dieser Strecke die im Centrum angreifende Energiekraft an Gréfse und 
Richtung darstellen. 

Nach dieser Regel kann man die Kraft durch eine einfache 
Konstruktion finden, wenn das urspriingliche Deformationsfeld durch 
Stromlinien oder Solenoide dargestellt ist (Figur 33 a). 
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Das somit gefundene Kraftgesetz lifst sich auch unmittelbar 
aus dem fiir die volumindernde Kugel im Parallelstrome giltigen 
ableiten. Das mit der fortschreitenden Kugel fquivalente volum- 
aindernde Kugelpaar wird in einer expandierenden Kugel etwas vor, 
und in einer kontrahierenden Kugel ebensoviel hinter dem Mittel- 
punkte der fortschreitenden Kugel bestehen. Die kontrahierende 
Kugel wird von einer Kraft in der Stromrichtung, die expandierende 
von einer Kraft gegen die Stromrichtung angegriffen. Da sich nun 
die Kugeln in entgegengesetzt gleichen Strémen befinden, sind diese 
beiden Krafte gleich grofs und gleich gerichtet. Die Kraftrichtung 
ist, wie man sofort sieht, identisch mit der Richtung der Kraft, 
welche die fortschreitende Kugel angreift. Da die Stromintensitiit 
im Parallelfelde proportional dem Abstande von dem Feldcentrum 
zunimmt, findet man sofort, dafs die Kraft dem Produkte der Volum- 
ausdehnungsgeschwindigkeit der einen Kugel in den Centralabstand 
der beiden, das heifst dem Aktionsmoment, proportional ist. 

Diese Kraftregeln beziehen sich alle auf die Beziehung der Be- 
wegung der Kugel zu derjenigen des Hinfallsstromes. Der Vergleich 
mit den aktuellen Feldern, deren die Figuren 22 und 23 Beispiele 
abgeben, ist aber auch lehrreich. Die im Centrum eines Deforma- 
tionsfeldes befindliche volumindernde Kugel erzeugt ein symmetrisches 
Feld, die Kugel liegt symmetrisch zwischen zwei neutralen Punkten 
und wird gegen keinen derselben hingetrieben. Die fortschreitende 
Kugel erzeugt dagegen ein unsymmetrisches Feld; sie hat in der 
Figur 23 vor sich auf der Rotationsachse eimen neutralen Punkt, 
gegen welchen sie hingetrieben wird. 


131. Regel von dem virtuellen Zuwachs der Konfliktgeschwindig- 
keit. — Die Kraftrichtung, welche man nach der Konstruktion der 
Figur 33a findet, wird nach dem Satze 57 diejenige Richtung sein, 
in der die Geschwindigkeit des Deformationsfeldes die gréfste nega- 
tive Projektion auf das Aktionsmoment hat. Traigt man in dieser 
Richtung als Radiusvektor diejenige Liinge ab, welche das Aktions- 
moment der Kugel darstellt, so wird man nach der Formel 57 (c) 
zu einer Stelle kommen, wo die Projektion der vorhandenen Ge- 
schwindigkeit auf das Aktionsmoment die Gréfse der Kraft darstellt. 
Die Gréfse der Kraft ist folglich der auf die Lingeneinheit des 
gezeichneten Radiusvektors bezogene Zuwachs der betreffenden Ge- 
schwindigkeitskomponente, multipliciert mit dem Aktionsmomente. 
Als neue Kraftregel finden wir also: 


(A) Die Energiekraft sucht die Kugel m der Richtung xu verschieben, 
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wo die dem Aktionsmomente der Kugel entgegengesetxte Gteschwindigkerts- 
komponente am grifsten ist, wnd ist gleich dem Produkte des Aktions- 
momentes in die Ableitung dieser Geschwindigkeitskomponente nach jener 


Richtung. 


Diese Regel ist ganz davon unabhingig, ob nur ein Deforma- 
tionsfeld vorliegt, in dessen Centrum sich augenblicklich die Kugel 
befindet, oder ob ein beliebiges Potentialfeld betrachtet wird. Denn 
der Wert, welchen die Ableitung der betreffenden Geschwindigkeits- 
komponente im Entwickelungscentrum hat, wird nur von dem in 
dem Potentialfelde enthaltenen Deformationsfelde abhangen. 

Wenn wir die Kraftregel nur zu qualitativen Zwecken brauchen, 
besonders um die Richtung der Kraft in einem gegebenen Strome 
zu finden, so betrachten wir am zweckmiifsigsten anstatt des Aktions- 
momentes die damit proportionale Konfliktgeschwindigkeit d— a, 
b—f, é—y. Wenn wir eine wirkliche Verschiebung der Kugel 
ausfiihren, wird im allgemeinen nicht nur die Geschwindigkeit &, 6, 7 
des Feldes, sondern infolge der verinderten Induktionskraft auch 
die aktuelle Geschwindigkeit a, 5, ¢ der Kugel sich verindern. 
Denken wir uns aber eine virtuelle Verschiebung, wobei die aktuelle 
Geschwindigkeit der Kugel unveriindert bleibt, so dafs die ent- 
sprechende virtuelle Verinderung der Konfliktgeschwindigkeit nur 
auf der Variation der Gréfsen @, 8,7 beruht, so kénnen wir die 
Regel iiber die Richtung der Kraft in der folgenden einfachen 
Weise aussprechen: 


(B) Die Kugel sucht sich so xu bewegen, da/s der virtuelle Zuwachs 
der Konfliktgeschwindigkeit xu jeder Zeit so gro/s als méglich wird. 


Ob die reelle Bewegung in der Kraftrichtung auch eine reelle 
Vergréfserung der Konfliktgeschwindigkeit zur Folge haben wird 
oder nicht, wird von der gleichzeitigen Variation der aktuellen 
Geschwindigkeit der Kugel abhiingen. 


132. Beispiele der Energiekraft gegen die fortschreitende Kugel 
in einem Flissigkeitsstrome. — Hinige Beispiele werden die Anwendung 
dieser Regel erliutern. 

Ks sei erst der um seine Achse symmetrische divergierende 
Strom gegeben, und es bewege sich die Kugel lings dieser Strom- 
achse. Ist die absolute Bewegung der Kugel gegen den Strom ge- 
richtet (Figur 34a), so wird eine Verschiebung in der Richtung zu- 
nehmender Stromintensitét oder konvergierender Stromlinien den 
gréfstmoglichen virtuellen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit 
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erzeugen, die Kugel wird also von der Energiekraft in dieser Richtung 
getrieben. Dasselbe wird noch der Fall sein, wenn sich die Kugel 
mit dem Strom bewegt, aber mit kleinerer absoluter Geschwindig- 
keit als derselbe, so dals die Bewegung der Kugel relativ zu dem 
Strome eine entgegengesetzte ist. Bewegt sich aber die Kugel mit 
dem Strome, und schneller als derselbe (Figur 34), so wird sie in 
der Richtung abnehmender Stromintensitit getrieben. 


Fig. 34, a bis f. Energiekraft gegen eine fortschreitende Kugel in 
divergierendem oder in gekriimmtem Strome. 


Wir betrachten dann den Fall eines gekriimmten Stromes, wo 
sich also die Stromintensitit senkrecht zur Richtung des Stromes 
veriindert, und auf der konkayen Seite der Stromlinien am starksten 
ist. Bewegt sich in diesem Falle die Kugel gegen den Strom, so 
wird sie quer zu demselben in der Richtung zunehmender Strom- 
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intensitit getrieben (Figur 34c). Dasselbe wird der Fall sein, wenn 
die absolute Bewegung der Kugel derjenigen des Stromes gleich- 
gerichtet ist, aber kleiner, so dafs die relative Bewegung eine ent- 
eegengesetzte wird. Lauft aber die Kugel mit dem Strome, und 
schneller als derselbe, so wird sie wieder quer zur Stromrichtung, 
aber in der Richtung abnehmender Stromintensitit getrieben 
(Figur 34 d). 

Bewegt sich die Kugel senkrecht zu dem divergierenden Strome, 
so wird sie von der Energiekraft senkrecht zur Stromachse getrieben, 
und zwar in der Richtung, wo die zunehmende laterale Strom- 
komponente der absoluten Bewegung der Kugel entgegengesetzt ist. 
Ist die Bewegung der Kugel senkrecht zu dem gekriimmten Strome 
gerichtet, so wird sie von der Energiekraft entweder lings oder 
entgegengesetzt der Stromrichtung getrieben, und zwar nach der- 
jenigen Seite hin, wo infolge der Richtungsverinderung des Stromes 
eine Geschwindigkeitskomponente desselben der Geschwindigkeit der 
Kugel entgegengesetzt ist (Figur 34 f). 


133. Die permanente Energiekraft. — Die Energiekraft gegen 
die volumandernde Kugel gehért immer derjenigen Partialkraft an, 
welche wir als die permanente Energiekraft bezeichnet haben (122). 
Die Energiekraft gegen die fortschreitende Kugel kann dagegen je 
nach den Umstiinden permanenter, temporiirer oder zusammen- 
gesetzter Natur sem. In allen Fallen behalten die oben entwickelten 
Resultate ihre Giiltigkeit. Um aber die Diskussion weiterfiihren 
zu kénnen, miissen wir die permanente und die temporire Partial- 
kraft getrennt betrachten. 

Die permanente Energiekraft hat die Form 129 (a) und 180 (a), 
nur dafs man Ff, G, H als die permanenten Aktionsmomente auffafst 
(121). Da dieselben Gréfsen sind, welche yon dem umgebenden 
Flissigkeitsstrome unabhiingige Werte haben, erhalt die Regel von 
dem virtuellen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit eine besonders 
einfache Bedeutung. Denn da eine wirkliche Verschiebung der 
Kugel keinen Hinflufs auf den Wert der permanenten Geschwindig- 
keit (@,, b,,¢,) der Kugel hat, so hat man nur mit der Variation 
der Geschwindigkeit (@, 6,7) zu thun, und die Verschiebung wird 
immer einen wirklichen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit 
(¢,-—¢, 6,— 8, ¢,—7) aur Folge haben. 

Kine andere Folge der permanenten Natur des Aktionsmomentes, 
sowie des Volumiinderungsmomentes ist die, dafs man unmittelbar 
eine Kriftefunktion fiir diese Kraft aufstellen kann. Bezeichnen wir 
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zu diesem Zwecke den Mittelpunkt der Kugel vollstindiger durch 


a, 6, ¢, 80 ist nach Analogie von 78 (b): 
; Op ; Op 0 
a= = — mom ey) 
da,’ MS ae ES 
(a) ale , 
: yp ci : 0? p 0p . 0 0% 
(Pie oe = — = = = SS = 
Gutce Wada i) (Pos 10u,00, © do,’.°'  8a,6c, 1 84,” 


scene One 6 se ee ern e eClie se 6: -e5 Bt | | a ae ie fa en ce 


wo wie gewohnlich die Ableitung von » nach a,, b,, ©, eine vorher- 
gehende Substitution s=a, y = bj, * = ¢, voraussetzt, wobei wir 
jedoch den Fall ausschliefsen, dafs gw schon vor dieser Substitution 
die Grélsen a,,b,,¢, als Parameter enthilt. Fiihrt man (a) in den 
Formeln 129 (a) und 180(a) der permanenten Energiekraft ein und 
erimnert sich, dafs die Komponenten des permanenten Aktions- 


momentes von a,, b,, c, unabhingig sind, so ergiebt sich, dafs man 


Pe ey 
eee oY, on oe, 
(b) Xp ra Cay.” Yp Fecal, we 4, = ac, 


schreiben kann, wo die Kriftefunktion as die Form 


(c) P= —ph—-{aeh+6G+7H} 
hat. 

Ist schliefslich & wie friiher die Geschwindigkeit, welche die 
Komponenten ¢, f, 7 hat, und S das Aktionsmoment mit den Kom- 
ponenten F', G, H, und 6 der zwischen 6 und S eingeschlossene 
Winkel, so kann. Y auch in der Form 


(c’) Eo = —yH— s8cosd 


geschrieben werden. 
Das erste Glied dieser Kraftefunktion 


(d) yp = —gpE 


bezieht sich auf die Kraft, welche die volumindernde Kugel angreift, 
und sagt aus, dafs sich die expandierende Kugel in derjenigen 
Richtung bewegen wird, wo das Geschwindigkeitspotential q am 
schnellsten abnimmt, die kontrahierende Kugel in derjenigen Rich- 
tung, wo dasselbe am schnellsten zunimmt, was mit dem friiheren 
Resultate von der Bewegung gegen oder mit dem Strom iiberein- 


stimmt. 
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Das zweite Glied 
(e) yi = —6Scosd 


bezieht sich auf die Kraft gegen die fortschreitende Kugel und sagt 
aus, dafs sich die Kugel in derjenigen Richtung translatorisch zu 
verschieben sucht, wo das mit dem Kosinus des eingeschlossenen 
Winkels multiplicierte Produkt des Aktionsmomentes S der Kugel 
in die Geschwindigkeit des urspriinglichen Stromes am schnellsten 
abnimmt. Man iiberzeugt sich leicht, dafs diese Kraftregel in allen 
Fallen zu demselben Resultate wie die Regel von der virtuellen, 
in diesem Falle reellen Zunahme der Konfliktgeschwindigkeit 
fiihrt. 


134. Die temporare Energiekraft. — Die Komponenten des 
temporiren Aktionsmomentes sind nach 121 


es Meat ee 
F, = $9(4,-¢@)H = slo eige 


(a) G, = $0(,-A)E = 0652 PB 


$9(¢,-y) EB = qt“ ye. 


ass] 
| 


Dasselbe ist also der Geschwindigkeit (d, 8, 7) des Stromes ent- 
weder entgegengesetzt oder gleichgerichtet, wihrend das permanente 
Aktionsmoment eime von dem Strom unabhiingige Richtung haben 
kann. Wir begegnen also nur den durch die Figuren 34, a, b, c, d dar- 
gestellten Fallen, nicht aber denjenigen der Figuren 34, e und f. Bei 
der Verwendung der Regel von dem virtuellen Zuwachs der Konflikt- 
geschwindigkeit mufs man scharf diesen virtuellen Zuwachs von dem 
reellen trennen, der infolge einer wirklichen Verschiebung eintritt. 
Denn wahrend wir bei der virtuellen Verschiebung uns die Ge- 


schwindigkeit der Kugel, in diesem Falle also (a,, 6,, é), als konstant 
vorzustellen haben, wird sie sich bei einer wirklichen Verschiebung 
proportional (d, 2, 7) veriindern 120 (A), so dafs der reelle Zuwachs 
der Kontliktgeschwindigkeit einfach proportional dem Zuwachs der 


Geschwindigkeit des Stromes wird. 


Setzen wir die Werte (a) des temporiiren Aktionsmomentes und 
gleichzeitig die Ausdriicke 183 (a) der deformativen Geschwindig- 
keiten in der ersten Zeile 180(a) ein, so ergiebt sich 
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b Cpe Q 
() x Seow a age 4 poh 4 73 ae 


Dieser Ausdruck hat also die Form einer Ableitung nach a, und 
die temporiire Energiekraft last sich daher auch durch eine Krifte- 
funktion ausdriicken: 


AS 4 a Ow, Ciera OW, é OW, 
(c) a= da,” = Oe Hine Ole, 7 
wo 
d IS eas ele Ny lie | 2+ pal 
(d) t a1 O 44g a +6 a, 
ist. 


135. Beziehung der temporaren Energiekraft zu der Energie- 


verteilung im Einfallsstrom. — Die gefundene Kriftefunktion ist der 
Grolse 
(a) c= $g[Pt+ P+ 7} 


proportional, welche den Energievorrat pro Volumeinheit im ur- 
spriinglichen Stromfeld darstellt. Als Proportionalititsfaktoren treten 
— 3H und der in 110(a’) definierte Koefficient der inducierten Kon- 
fliktgeschwindigkeit, namlich 

Shae 
») O+4 
auf. Die temporire Kraft steht also zu der Energieverteilung im 
urspriinglichen Stromfeld in enger Bezichung. Die Energieverteilung 
lafst sich durch Flachen 


(c) ' © = const. 


oder isoenergetische Flichen beschreiben. Dieselben stellen in 
gewohnlicher lamellirer Weise die Vektorgréfse 


(d) da,’ 8b,’ 06, 


dar, welche wir den energetischen Vektor nennen kénnen, und 
welche die Richtung angiebt, in welcher die Energie des Feldes am 
schnellsten zunimmt, und die den Betrag dieser Zunahme milst. Ist 
dieser Vektor bekannt, so findet man, wie aus dem Obigen sofort 
hervorgeht, die temporire Kraft einfach nach der folgenden Regel: 
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Die temporiire Kraft gegen eine Kugel ist das negativ genommene 
Produkt des energetischen Vektors des Hinfallsstromes in den Koefficienten 
der inducierten Konflikigeschwindigkeit und in das } fache des Volumens 


der Kugel. 


136. Bewegung leichter und schwerer Kugeln unter dem Ein- 
flusse der tempordren Energiekraft. — Ist @ kleiner als g, die Kugel 
also leichter als die Flissigkeit, so ist der Koefficient der inducierten 
Konfliktgeschwindigkeit positiv. Die Kugel schwingt also schneller 
als die Fliissigkeit, so dafs wir im Grenzfall der unendlich leichten 
Kugel das durch die Figur 18 dargestellte Feld haben. Die Kugel 
wird dann in der Richtung abnehmender Feldenergie oder in der 
Richtung abnehmender Stromintensitit getrieben, wie man auch 
nach der Regel von der virtuellen Zunahme der Konflkt- 
geschwindigkeit schliefsen wird (vergl. Figur 34 b und d). In diesem 
Falle wird aber die reelle Verschiebung der Kugel eine reelle 
Verminderung der Konfliktgeschwindigkeit zur Folge haben, da 
die Konfliktgeschwindigkeit der Geschwindigkeit des Feldes pro- 
portional ist. 

Ist Q gleich gq, sind also Kugel und Fliissigkeit gleich schwer, 
so wird der Koefficient der inducierten Konfliktgeschwindigkeit Null. 
Die Kugel wird in ihrer Bewegung genau der Fliissigkeit folgen, 
und die temporire Kraft verschwindet identisch. 

Ist schlefslich Q gréfser als g, die Kugel also schwerer als die 
Pliissigkeit, so ist der Koefficient der inducierten Konfliktgeschwin- 
digkeit negativ. Die Kugel bewegt sich also langsamer als die 
Fliissigkeit, und ihre relative Geschwindigkeit ist immer gegen den 
Strom gerichtet. Wir haben also Felder vom Typus der Figur 19. 
Die Kugel wird in der Richtung zunehmender Feldenergie, oder in 
der Richtung zunehmender Stromintensitit getrieben (vergl. Figur 34, 
a und c). In diesem Falle ist die reelle Verschiebung der Kugel 
nach dieser Richtung auch mit einem reellen Zuwachs der Konflikt- 
geschwindigkeit verbunden. 

Das qualitative Ergebnis dieser Diskussion lafst sich in den 
Satz zusammenfassen: 

Tempordre Energiekraft wirkt nur gegen Kugeln, welche eine von 
der Fliissigkeit verschiedene Dichte haben. Schwere Kugeln werden in der 
Richtung xunehmender, leichte in der Tichtung abnehmender Stromenergie 
getrieben. 


137. Die Bewegung einer pulsierenden oder oscillierenden Kugel 
im oscillierenden Einfallsstrome. — Die oben entwickelten Resultate 
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beziehen sich alle auf den augenblicklichen Wert der hydrodyna- 
mischen Energiekraft bei gegebenen Bewegungen der Kugel und 
des Kinfallsstromes. Mit Hilfe der allgemeinen Resultate des vorher- 
gehenden Abschnittes tiber die Abhingigkeit dieser Kraft yon der 
Zeit kénnen wir unmittelbar zu den Mittelwerten der Kraft im Falle 
schwingender Bewegungen iibergehen. 

Wie schon dort bemerkt, sind die Bedingungen des Synchro- 
nismus immer von selbst erfiillt im Falle der temporiren Energie- 
kraft (127). Diese Kraft wird also nach 126 immer einen von Null 
verschiedenen Mittelwert haben, so dafs sie, wenn sie iiberhaupt 
besteht, der Kugel eine progressive Bewegung bestimmter Richtung 
durch jeden lings fester Stromlinien oscillierenden FEinfallsstrom 
erteilen wird. 

Die permanenten Pulsationen oder Oscillationen der Kugel 
brauchen dagegen nicht mit den Oscillationen des Einfallsstromes 
synchron zu sein. Solange voneinander verschiedene Perioden vor- 
liegen, wird die Energiekraft zwei Perioden haben und im all- 
gemeinen nur schwache hin- und hergehende Bewegungen der 
Kugel erzeugen. ' Nihern sich die Schwingungen dem Isochronismus, 
so wird die eine Periode der Energiekraft immer linger, und die 
hin- und hergehende Bewegung der Kugel wird mit immer gro{serer 
Schwingungsdauer verlaufen und Amplituden beliebiger Gréfse er- 
reichen kénnen. Tritt strenger Isochronismus ein, so erhalt die mittlere 
Kraft unveriinderliche Richtung und wird der Kugel eine bestimmte 
progressive Bewegung durch den Hinfallsstrom erteilen. Im Falle des 
Synchronismus erhalt diese Kraft ihren gréfsten positiven oder nega- 
tiven Wert und wird durch die oben entwickelten Formeln dargestellt 
werden kénnen, wenn man die eingehenden Aktionsmomente und 
Geschwindigkeiten als quadratische Mittelwerte auffafst. Die pul- 
sierende Kugel wird dabei immer lings der Stromlinien des Kin- 
fallsstromes getrieben, so dafs sie sich wahrend der Expansion 
gegen den Strom und wihrend der Kontraktion mit dem Strom 
bewegt. Die oscillierende Kugel wird dahin getrieben, wo die 
Oscillationen des Stromes die gréfste Komponente gegen die Oscilla- 
tionen der Kugel haben. Dabei setzen wir voraus, dafs die perma- 
nenten Oscillationen eine unverinderliche Richtung im Raume haben. 

Wenn die Kugel der hydrodynamischen Energiekraft nachgiebt, 
so wird sie eine energetische Geschwindigkeit erhalten, welche im 
Ausdruck des permanenten Aktionsmomentes ein neues Glied er- 
zeugen wird. Es entsteht also eine sekundire, von der erzeugten 
progressiven Bewegung der Kugel abhingige Energiekraft. Dieselbe 
14 
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wird wieder die Form 180(a) haben. Denken wir uns die Ge- 
schwindigkeit der progressiven Bewegung konstant, so werden die 
entsprechenden in 180 (a) eingehenden Komponenten F, G, H des 
Aktionsmomentes von der Zeit unabhangige Gréfsen sein, waihrend 
dagegen d,, @g, @, periodische Funktionen der Zeit bleiben, welche 
den Mittelwert Null haben. Die ganze sekundire Energiekraft wird 
deshalb auch den Mittelwert Null erhalten, wie grofs auch die von 
der primiren Energiekraft erzeugte progressive Geschwindigkeit sein 
mag. Da weiter die von der mittleren primiiren Energiekraft er- 
zeugte progressive Geschwindigkeit nur verschwindend kleine Ande- 
rungen im Verlaufe einer Periode der Fliissigkeitsschwingungen 
erleiden kann, wird die gestellte Bedingung von der Konstanz der 
Geschwindigkeit immer als sehr genau erfiillt betrachtet werden 
kénnen. Nur wenn aus irgend einem Grunde die progressive Be- 
wegung rhythmisch wird, mit derselben Periode wie die Fliissigkeits- 
oscillationen, wird die sekundire Energiekraft von Bedeutung 
werden kénnen. Ein solcher Rhythmus tritt in der That ein, 
wenn die Kugel pulsierend ist (97). Da derselbe aber um eine viertel 
Phase gegen die Pulsationen der Kugel und die damit synchronen 
Oscillationen des Stromes verschoben ist, wird auch die auf 
diesem Rhythmus beruhende sekundiire Energiekraft den Mittelwert 
Null haben [vergl. 127(e’)] und fir die progressive Bewegung der 
Kugel bedeutungslos sein. Die mittlere Energiekraft gegen pul- 
sierende oder oscillierende Kugel ist deshalb von jeder progressiven 
Bewegung derselben unabhiingig. 


Achter Absehnitt. 


Drehung der Kugel. 


138. Das Drehungsmoment, welches ein volumanderndes Kugel- 
paar angreift. — Bei der obigen Diskussion des Einflusses der 
Knergiekraft auf die Bewegung einer permanent oscillierenden 
Kugel im oscillierenden Flissigkeitsstrome haben wir uns immer 
vorgestellt, dafs die Oscillationsachse eine im Raume feste Richtung 
habe. Wir werden jetzt direkt die Stabilitit der Richtung der 
Oscillationsachse untersuchen. 
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od 


Als einleitende Untersuchung empfiehlt es sich, anstatt der 
oscillierenden Kugel selbst ein Aquivalentes pulsierendes Kugelpaar 
zu betrachten. Es befinde sich ein solches in einem Parallelstrome. 
Die zur betrachteten Zeit kontrahierende Kugel soll ihren Mittel- 
punkt im Punkte a,,,,¢, haben. Sie wird von der Energiekraft 


(a) XL = cH, Y= BH, Zi= 7H 


angegriffen. Die expandierende Kugel, welche ihr Centrum im 
Punkte a, b, ¢ haben soll, wird von der entgegengesetzt gleichen 
Kraft angegriffen, welche die Komponenten 

(b) Age ial; Y, = — £28, Z= —y# 

hat. Die beiden Krifte werden ein Kriftepaar bilden; das Moment 
desselben wird gleich dem statischen Moment der Kraft (b) in Bezug 
auf den Punkt a), 0), ¢), und hat also die Komponenten 


L = Z,(b—b)— Y,(¢ — &) 


I 


(¢) M = X,(¢—@) — 4,(4 — a) 


N = ¥,(a—)—X,(b—). 


Hier setzen wir die Werte (b) der Kraftkomponenten ein. Die Aus- 
driicke von L, M, N werden dann die Produkte des Volumanderungs- 
momentes / in die Strecken a—a,, b—}, ¢—« enthalten. EHr- 
innern wir uns an die Definition 26(a,) des kinematischen Aktions- 
momentes des Kugelpaares, und an den Zusammenhang 118(A) 
zwischen kinematischem und dynamischem Aktionsmoment, so sehen 
wir, dafs die genannten Produkte die Komponenten des dynamischen 
Aktionsmomentes F, G, H sind, und der Ausdruck des Drehungs- 
momentes wird 


L= —{yG— 6H} 
(d) M= —{¢H—7 FP} 
N= —{fF-4@}. 


Driickt man F, G, H durch die Resultante S und die Richtungs- 
kosinusse, und ebenso ¢, 6, 7 durch die Resultante 6 und die Richtungs- 
kosinusse aus, so findet man als Ausdruck dieses Drehungsmomentes 


(e) 68 sin (6,8), 
14* 
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wenn (6,5) der Winkel zwischen der Achse des Kugelpaares und der 
Fortschreitungsrichtung des Parallelstromes ist. Das Kugelpaar wird 
sich also in der Weise drehen, dafs dieser Winkel zunimmt, und 
das Gleichgewicht wird eintreten, wenn sein Aktionsmoment dem 
Parallelstrome entgegengesetzt gerichtet ist. Das Drehungsmoment 
ist durch die Figur 35a illustriert, fiir den Fall, dafs das Aktions- 
moment des Kugelpaares senkrecht zum Parallelstrome ist. Dats 
das Drehungsmoment, genau wie die jede Kugel angreifende Kraft, 
im Falle synchroner Schwingungen einen von Null verschiedenen 
Mittelwert haben wird, ist unmittelbar klar. Das mittlere Drehungs- 
moment wird durch die Formeln (d) dargestellt, wenn man F, G, H, 
é, 6,7 als quadratische Mittelwerte interpretiert. 

Superponiert man dem Parallelfelde ein Deformationsfeld mit 
Feldcentrum im Mittelpunkte zwischen beiden Kugeln, so wird da- 
durch kein neuer Beitrag zu diesem Drehungsmomente gegeben, da 


= — _—_ main 


Fig. 35, aund b. Drehung eines pulsierenden Kugelpaares (a) oder 
einer oscillierenden Kugel (b) im oscillierenden Parallelstrome. 


dabei die beiden volumandernden Kugeln durch gleiche und gleich- 
gerichtete Krifte angegriffen werden (vergl. Figur 33b). Ist weiter 
der Abstand zwischen den Kugeln hinlinglich klein, so kann man 
auch von dem eventuellen Kinflusse der héheren Deformationsfelder 
absehen, und (d) oder (e) als Ausdruck desjenigen Drehungsmomentes 
betrachten, welches em infinitesimales volumiinderndes Kugelpaar in 
einem beliebigen Strome erleidet. 


139. Die Moglichkeit der Drehung einer fortschreitenden Kugel. 
— Das Resultat, dafs das volumiindernde Kugelpaar von dem 
oben bestimmten Drehungsmomente angegriffen wird, enthilt nichts 
Uberraschendes. Will man aber aus der Analogie einer fortschreiten- 
den Kugel mit einem volumindernden Kugelpaar schliefsen, dafs 
auch die fortschreitende Kugel gedreht werden wird, so ees der 
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Kinwand nahe, dafs die hydrodynamische Druckkraft im Mittelpunkte 
der Kugel angreift, so dafs kein Drehungsmoment und folglich auch 
keine Drehung zu stande kommen kann. 

Dazu ist zunichst zu bemerken, dafs auch die zwei pulsierenden 
Kugeln nicht selbst gedreht zu werden brauchen. Nur ihre Ver- 
bindungslinie wird notwendig infolge der Ortsveriinderungen der 
Kugeln gedreht. Sind sie aber starr miteinander verbunden, so mufs 
mit der Drehung der Verbindungslinie auch eine wirkliche Drehung 
der Kugeln eintreten. 

Kine wirkliche Drehung der fortschreitenden Kugel als primiire 
Erscheinung diirfen wir deshalb auch nicht erwarten. Wenn aber 
die Richtung der Geschwindigkeit (a, b, ¢) der Kugel mit der Richtung 
der hydrodynamischen Druckkraft nicht zusammenfallt, so wird diese 
Kraft eine Deviation der Fortschreitungsrichtung der Kugel zu er- 
zeugen suchen, und die Bahn der Kugel wird sich kriimmen. Das 
Aktionsmoment der Kugel erleidet dann eine Richtungsveranderung, 
genau wie das Aktionsmoment des volumiandernden Kugelpaares, 
ohne dafs noch die Kugel selbst sich zu drehen braucht. Liegen 
synchrone Schwingungen vor mit urspriinglich geradlinigen Oscilla- 
tionen der Kugel um ein festes Oscillationscentrum, so wird eine 
immer fortgesetzte Kriimmung der Bahn eine Drehung der Os- 
cillationsrichtung erzeugen, wobei der Mittelpunkt der Kugel die 
bekannte Bahn des Foucauut’schen Pendels durchlauft. Dieses 
wird genau der Drehung der Verbindungslinie des pulsierenden 
Kugelpaares ohne gleichzeitige Drehung der Kugeln selbst ent- 
sprechen. 

Ist jetzt die Kugel nicht mehr véllig frei, sondern so befestigt, 
dafs sie auf einer um das feste Oscillationscentrum drehbaren Stange 
gleitet, so wird sie keine krumme Bahn beschreiben kénnen, ohne 
sich mit der Stange zu drehen. Die Drehung beruht dann darauf, 
dafs die Kugel nicht frei, sondern mit einem dufseren Systeme ver- 
bunden ist. Ein innerer, in der Kugel verborgener Mechanismus 
wird aber dasselbe Resultat haben kénnen. -Denken wir uns, wie 
friiher (48), die Kugel aus einer Kugelschale bestehend, welche mit 
einem schweren, inneren Kern in elastischer Verbindung steht, so 
dafs Kugelschale und Kern entgegengesetzt oscillieren kénnen. Der 
Mittelpunkt der Kugelschale, welcher der Angriffspunkt der hydro- 
dynamischen Druckkraft ist, wird dann um den ruhenden Schwer- 
punkt oscillieren, so dafs die hydrodynamische Druckkraft ein Moment 
in Bezug auf den Schwerpunkt haben wird. Dieses Moment wird 


die Drehung veranlassen. 
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140. Inducierendes und energetisches Drehungsmoment. — Um 
die somit méglichen Drehungen zu studieren, richten wir unsere 
Aufmerksamkeit auf die Kugel in der Lage a, b,c, und bilden die 
Komponenten L, M, N des Drehungsmomentes der hydrodynamischen 
Druckkraft in Bezug auf den Punkt a,, 5), ¢), in dem sich der Mittel- 
punkt der Kugel einen Augenblick frither befand. Also: 


Tab sb ee oa 


(a) us 


I 


X(¢— a) — Z(a — a) 
N= Y(a—a)— X(6—4,). 


Wir betrachten nur den Fall von Schwingungen mit kleiner 
Amplitude, wobei die Kugel um die mittlere Lage a), 6,, ¢, oscilliert, 
wihrend gleichzeitig der umgebende Strom eime oscillierende Be- 
wegung hat. Wir kénnen von Anfang an von dem Hinflusse der 
Energiekraft absehen, welche nach dem Satze 124 im Vergleiche zu 
der Induktionskraft verschwindend klein ist. 

Wir setzen also in (a) die Ausdriicke 90(b) der Komponenten 
der hydrodynamischen Induktionskraft ein. Die erste Komponente 
des Drehungsmomentes wird dann 


L = —9{6—b)7,(B@¢—47) — (4) %(ZGb—48)}. 


Den Ausdruck rechts kénnen wir umformen, indem wir eine totale 
Ableitung nach der Zeit ausscheiden. Wir bemerken dabei, dafs 
M, by, von der Zeit unabhiingig sind, und finden leicht 


thy = — 495; {B|(be- 57) (o — by) — (48 — $A) (c —%)}} 


— $qE(7b— fe). 


Die Komponenten M und NV kann man durch cyklische Vertauschung 
bilden. 


Wir zerlegen jetzt dieses Drehungsmoment nach demselben 


Princip, nach welchem wir in 90 die hydrodynamische Druckkraft 
(X, Y, Z) zerlegt haben, namlich 


L= L,+ LU, 
(b) M=M,+YM, 
N = N, fT: NV, 
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wo 
Le = —495;{B|(b¢— 27) — 2) - (4b — 48)(6— a)]| 
(©) Mm = —97;{B|(44—-a)(e— a) — (he -t7)(a—a)]| 
N= —99;{ 2 [46 — $8)(a— a) —(ga— g.ay(d — 4] 
und 
Le — sy iyo = 2) 
(d) Mo = —$qH(aée—7a) 
N, = —$qE(64— ab). 


(L;, M;, N,) werden wir das inducierende, (L,, M,, N,) das energe- 
tische Drehungsmoment nennen. 

Auf das inducierende und das energetische Drehungsmoment 
kénnen wir dieselben Satze unmittelbar anwenden, die wir in dem 
sechsten Abschnitte dieses Teiles fiir die inducierenden und die 
energetischen Krifte aufgestellt haben. Das inducierende Drehungs- 
moment wird also im allgemeinen die gréfsere Intensitét haben; es 
wird aber periodisch mit dem Mittelwerte Null sein. Folglich hat 
nur das energetische das Vermégen, Drehungen dauernder Natur 
zu erzeugen, so dafs wir uns nur mit diesem genauer zu beschaftigen 
brauchen. Dabei kénnen wir entweder (L,, U,, N,) seine primaire Be- 
deutung lassen, als Ausdruck des in der Zeit veriinderlichen Drehungs- 
momentes, durch das die Bahn der oscillierenden Kugel gekriimmt, 
oder die Kugel selbst gedreht wird, oder wir konnen den Fall 
synchroner Schwingungen voraussetzen, d, 6, ¢, d, 8, 7 als quadratische 
Mittelwerte interpretieren, und (L,, M,, N,) als das von der Zeit un- 
abhingige mittlere Drehungsmoment betrachten. 


141. Verschiedene Formen des energetischen Drehungsmomentes. 
— Man bemerkt leicht, dafs die Formeln 140(d) des energetischen 
Drehungsmomentes auch in der Form 


(2) M, = —4q8{(¢-7)¢—(4—a)7| 
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geschrieben werden kénnen. Fihren wir hier nach 180(b) das 
dynamische Aktionsmoment der Kugel ein, so werden 


(b) M, = —{¢H—7FP 
N, = —{eFr— “Gh. 


Diese Formeln sind mit den Formeln 138(d) identisch. Also: 


Die oscillierende Kugel und das dquivalente pulsierende Kugelpaar 
werden im oseillierenden Strome von demselben energetischen Drehungs- 
momente angegriffen. 


Wir kénnen also fiir dieses Drehungsmoment sofort den ein- 
fachen Ausdruck 


(c) 68 sin (6,8) 


aufstellen, wo wir unter (6,8) immer den zwischen S und 6 ein- 
geschlossenen konkaven Winkel verstehen, den wir gleichzeitig immer 
als positiv betrachten kénnen. Das Vorzeichen ist dadurch gegeben, 
dafs das Drehungsmoment diesen Winkel zu vergréfsern sucht. 


142. Permanentes und temporares Drehungsmoment. —- Das 
temporire Aktionsmoment (F,, G,, H,) einer Kugel ist proportional der 
Geschwindigkeit (d, 6,7) des Stromes. Die Substitution der Werte des 
temporaren Aktionsmomentes 121(f) in den Formeln 141(b) des 
energetischen Drehungsmomentes giebt deshalb das Resultat 


wie man auch sofort daraus schliefsen kann, dals im Ausdrucke 141 (c) 
der Winkel (6,8,) zwischen dem temporirem Aktionsmomente und 
der Geschwindigkeit im Felde identisch Null ist. Also: 


Es wirkt kein energetisches Drehungsmoment tempordrer Natur auf 
die Kugel. 


Zerlegt man deshalb in den allgemeinen Formeln 141(b) das 
aktuelle Aktionsmoment in das permanente und das temporire Partial- 
moment, so scheidet sich ein temporires Drehungsmoment aus, 
welches identisch Null ist. Die Drehung der Kugel ist deshalb von 
dem Vorhandensein eines permanenten Aktionsmomentes abhingig 
und lafst sich durch dieses allein ausdriicken: 
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L, = —{7 G, — 6H} 
(a) M,= —{eH, —7F,} 
N,= —{fF,—@G@,}. 


Der Formel (a) entsprechend erhalten wir weiter als Wert des 
Drehungsmomentes 


(b) 68, sind, 


wo @ der zwischen permanentem Aktionsmoment und Geschwindig- 
keit ¢ des Einfallsstromes eingeschlossene Winkel ist. Also: 


(A) Das energetische Drehungsmoment ist gleich dem Produkte des 
permanenten Aktionsmomentes in die Geschwindigkeit der Fliissigkeit, mul- 
tupliciert mit dem Sinus des eingeschlossenen Winkels, und sucht diesen 
Winkel zu vergré/sern. 


Das Drehungsmoment wird in zwei Lagen Null, namlich wenn 
der Winkel Null ist und die permanenten Oscillationen der Kugel 
mit dem Strome verlaufen, und wenn der Winkel gleich a ist, so 
dafs die Oscillationen der Kugel gegen den Strom gerichtet sind. 
Im ersten Falle herrscht labiles, im zweiten stabiles Gleichgewicht. 
Das Drehungsmoment hat seinen gréfsten Wert, wenn die per- 
manenten Oscillationen der Kugel senkrecht zu den Stromlinien des 
Feldes gerichtet sind (Figur 35b). Man bemerkt auch sofort, dafs 
die resultierende Drehung der Kugel immer einen Zuwachs, und 
zwar einen reellen Zuwachs der Konfliktgeschwindigkeit zur Folge 
hat. Diese Geschwindigkeit hat in der labilen Gleichgewichtslage 
ihr Minimum und in der stabilen ihr Maximum. Man findet also 
unter Vergleich mit 131 (B): 


(B) Die Drehung der Kugel erfolgt genaw wie die translatorische 
Verschiebung derselben nach der Regel von dem virtuellen Zuwachse der 
Konfliktgeschwindigkeit. 


(c) pie ee 6S, cos 6, 


Pp 
so ist 
5 MS 2 yaee® 
(d) < = 68, sin 4. 


Hier ist %, die schon frither [138 (e)] eingefiihrte Kraftefunktion der 
permanenten Energiekraft. Also: 
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(C) Das energetische Drehungsmoment la/st sich als eine partielle 
Ableitung nach dem Drehungswinkel von derselben Kriftefunktion dar- 
stellen, deren Ableitungen ldngs den Koordinatenachsen die Komponenten 
der permanenten Energiekraft geben. 


143. Die Bewegung der oscillierenden Kugel in damit synchron 
oscillierendem Strome. — Wir sind jetzt im stande, unsere Resultate 
iiber die Bewegung der oscillierenden Kugel in damit synchron 
oscillierendem Strome zu vervollstindigen. 

Wenn die Kugel nur temporire Oscillationen besitzt, haben 
wir nichts Neues hinzuzufiigen. Die Oscillationen werden dann 
immer in der Stromrichtung erfolgen, und die progressive Bewegung 
in der Richtung zunehmender oder abnehmender Energie. 

Besitzt dagegen die Kugel permanente Oscillationen, so werden 
diejenigen in 182 beschriebenen Bewegungen, wo die Oscillations- 
richtung der Kugel nicht mit derjenigen des Stromes zusammenfallt, 
immer von einer gleichzeitigen Drehung der Oscillationsrichtung der 
Kugel begleitet sein, sofern man nicht durch fufsere Verbindungen 
diese Drehung verhindert. 

Oscilliert die Kugel gerade gegen den Strom, so befindet sie 
sich der Drehung gegeniiber in stabiler Lage, und die erfolgenden 
Bewegungen der Kugel (Figur 34a und c) in der Richtung zunehmender 
Stromintensitit werden stabile Bewegungen. 

Oscillert die Kugel mit dem Strome, so befindet sie sich der 
Drehung gegeniiber in instabiler Lage. Die in den Figuren 34b 
und d angegebene Bewegung der Kugel in der Richtung abnehmender 
Stromintensitit wird dann eine instabile. Denn durch die geringste 
Stérung wird die Kugel aus der instabilen Lage zu der stabilen 
gedreht werden, um nachher in der Richtung zunehmender Strom- 
intensitit sich zu bewegen. 

Hat deshalb eine Kugel selbstindige Oscillationen, und ist sie 
frei, sich zu drehen und sich translatorisch zu bewegen, und sehen 
wir von dem unwahrscheinlichen Falle ab, dafs die instabile Be- 
wegung eintritt, so wird die Bewegung folgendermalsen verlaufen ; 


Die Kugel wird sich drehen, bis ihre Oscillationen denjenigen des 
Stromes entgegengesetxt sind, und sich nachher translatorisch in der 
Richtung xunehmender Stromintensitdit bewegen. 


SUMMEN VON ELEMENTARKRAFTEN. 219 


Neunter Abschnitt. 


Darstellung der Energiekraft und des energetisehen Drehungs- 
momentes durch Summen yon Elementarkriften. 


144, Totale Druckkraft und elementare Druckkrafte. — Die 
inducierende und die energetische Druckkraft, welche im Mittelpunkt 
der Kugel angreifen, und deren Higenschaften wir studiert haben, 
sind nicht die wirklich auftretenden Krafte, sondern nur Bilder, mit 
deren Hilfe wir leichter gewisse Gesetze der Bewegung der Kugel 
beschreiben kénnen, als bei der unmittelbaren Betrachtung der wirk- 
lich auf der Oberfliche der Kugel auftretenden Drucke. Anstatt 
des Bildes von einer einzigen im Mittelpunkte der Kugel angreifenden 
Kraft kénnen wir mit gleichem Recht das Bild eines Systems von 
Elementarkriften benutzen, welche jedes Volumelement und jedes 
Flachenelement der Kugel angreifen. Dieses System von Elementar- 
kraften ist nicht eindeutig bestimmt durch die einzige Bedingung, 
dafs sie dieselbe Bewegung der Kugel erzeugen sollen wie die friiher 
studierte, im Mittelpunkt der Kugel angreifende Kraft, sondern man 
kann mehrere Systeme von solchen Kriften angeben. Vollstiindig 
bestimmt wiirde die Aufgabe erst dann werden, wenn wir explicite 
die Kugel als ein elastisches oder flissiges Kontinuum behandeln, 
den Druck in jedem Punkte des Innern derselben studieren und 
dadurch die Druckkrifte gegen die einzelnen Volumelemente be- 
stimmen. 

Zur Lésung der Aufgabe in dieser vollkommen bestimmten 
Form sind wir nicht vorbereitet. Wir kénnen aber leicht mehrere 
Aquivalente Systeme von Elementarkriften angeben, welche die ver- 
langte Eigenschaft haben, die Kugel als ein Ganzes in derselben 
Weise zu bewegen, wie die oben studierten, im Mittelpunkte der 
Kugel angreifenden Krifte. Das Hauptinteresse wird sich dabei auf 
die einfache Form der gefundenen Elementarkrafte und auf die ein- 
fachen Beziehungen derselben zu den Stromfeldern richten. 

Wir werden dabei nicht die Induktionskraft, sondern nur die 
Energiekraft und das energetische Drehungsmoment in Betracht 
ziehen. 


145. Die Energiekraft gegen die volumandernde und fort- 
schreitende Kugel im Parallelfelde. — Das im Ausdrucke der Energie- 
kraft gegen die volumindernde Kugel auftretende Voluminderungs- 
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moment # der Kugel haben wir in 104(d) als die Summe aller 
kubischen Divergenzen 2 und aller Flichendivergenzen @ der Feld- 
intensitit definiert, oder wie wir sagen kénnen, als die Summe aller 
kubischen und flichenhaften Aktionsdichten. Also: 


(a) B= fedrt fede. 


Ob wir in dem letzten Integral nur die von der Expansionsbewegung 
der Kugel abhingige Partialschicht mit der konstanten Dichte @, be- 
riicksichtigen oder zugleich die von der méglichen Translations- 
bewegung der Kugel herriihrende Partialschicht mit der Dichte ¢/ mit- 
nehmen, ist fir den Wert von / gleichgiiltig (118). 

Setzen wir den Wert (a) des Voluminderungsmomentes in die 
Ausdriicke 129 (a) der Komponenten der Energiekraft gegen eine 
volumindernde Kugel ein, und beachten, dals @, 6, 7 Konstanten 
sind, so lassen sich die Ausdriicke dieser Kraftkomponenten in der 


Form 
X, = —feddr— [evade 
(b) ee — [epar — [eBdo 


Z, = — foyar — [eydo 


schreiben. Die Kraft (X,, Y,, Z,) wird also als eine Summe von Ele- 
mentarkraften dargestellt, welche jedes Volumelement und _jedes 
Oberflachenelement der Kugel angreifen, und deren auf die Kinheit 
des Volumens oder der Fliiche bezogener Betrag die Komponenten 
—éd, —#%f, —2y beziehungsweise — aa, — 2 8, —27 hat. Die 
Klementarkrifte sind also immer das negative Produkt der kubischen 
oder flachenhaften Aktionsdichten @ oder @ in die Geschwindigkeit 
des Einfallsstromes. 


146. Energiekraft gegen die fortschreitende Kugel im beliebigen 
Felde. — Wir betrachten jetzt die Kraft gegen die fortschreitende 
Kugel unveriinderlichen Volumens. 

Die Komponenten F, G, H des Aktionsmomentes sind die Pro-- 
dukte der entsprechenden Aktionsintensitiiten /, g, h in das Volumen # 
der Kugel (118). Da die Aktionsintensitaiten im ganzen Volumen 
der Kugel konstant sind, lassen sich die Komponenten der Aktions- 
momente auch durch die Integrale 
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(a) P= [fac, G = fade, H = {har 


ausdriicken, wo die Integration iiber das ganze Volumen der Kugel 
auszudehnen ist. 

Wegen der Konstanz der Grifsen d,, dg, @, lalst sich die 
erste Komponente 180 (a) der Energiekraft, gegen die fortschreitende 
Kugel, nach Kinfiihrung der Werte (a) der Komponenten des Aktions- - 
momentes, in der Form 


(b) Ke = —[{eoft aot akbar 

schreiben. ,, dg, é stellen die Werte derjenigen zweiten Ab- 
leitungen dar, welche das Potential des urspriinglichen Stromes im 
Punkt a,b,c hat (58). Sind u,v, w die ersten Ableitungen des 


Potentials nach den Koordinaten, oder die Geschwindigkeitskom- 
ponenten des Stromes, so ist also 


a ee 
NO w=a, y=b, z=” fe Oy D=a, y=bd, gene’ vy \ax e=a, y=b, sec 


Wenn wir aber anstatt dieser Konstanten die von Punkt zu Punkt 


verinderlichen 2 oe in das Integral (b) einfithren, so wird der 
Wert dieses Integrals dadurch nicht geaindert. Denn Be kann um 


den Punkt a, b, ¢ als Entwickelungscentrum nach raumlichen Kugel- 
funktionen entwickelt werden, wobei ¢@, das erste Entwickelungsghied, 
oder die riumliche Kugelfunktion der Ordnung Null wird. Da der 
Faktor / konstant ist, wird nach dem Satz 82(c) nur dieses erste 
Glied im Integral (b) einen von Null verschiedenen Wert geben. Die 


gleiche Uberlegung lifst sich in Bezug auf i und a anstellen. 


Die Kraftkomponente X, und die entsprechenden Komponenten Y, 
und Z, lassen sich also durch die Integrale 


x= -ffiteerts xia 
ee 
Z, = —[lrpe rage + hsehae 


darstellen. 
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Die Energiekraft liifst sich also in diesem Falle durch Elementar- 
krifte ausdriicken, welche alle Volumelemente der Kugel angreifen, 
und deren auf die Volumeinheit bezogener Betrag die Komponenten 


hat, wo fg, die Komponenten der Aktionsintensitit innerhalb der 
Kugel sind, und w, v, w die Geschwindigkeitskomponenten im ur- 
spriinglichen, von dem Vorhandensein der Kugel noch nicht gestérten 
Strom darstellen. 


147. Zweite Form der Energiekraft gegen die fortschreitende 
Kugel. — In dem Integral 146(b) kénnen wir, da siimtliche Gréfsen 
unter dem Integralzeichen konstant sind, das Volumelement der 
Kugel in einer beliebigen der Formen 


(a) dt = (2’— a)-+"do = (y'— 6)" do = (a — 6) = an 


schreiben. Beniitzen wir im ersten Glied die erste, im zweiten die 


zweite und im dritten die dritte dieser Formen, so lifst sich das 
Integral sofort als das folgende Oberfliichenintegral schreiben 


Oe — [eae a). fo" + ply’ —d).g Y=" + (x0). eae 


Wir bemerken, dafs 


die Dichte der Aktionsschicht auf die Oberfliche der Kugel dar- 
stellt (118). Das Integral wird seinen Wert unveriindert beibehalten, 
wenn wir im ersten Glied f ae im zweiten Glied 7 = im 
dritten h “—< durch 2, ersetzen. Denn die dadurch neu hinzu- 


gekommenen Glieder haben nicht die Form 83(b), welche alle von 
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Null verschiedenen Oberflachenintegrale haben miissen. 2 scheidet 


sich dann als gemeinschaftlicher Faktor aus, und innerhalb der 
Parenthese bleibt 


Wy = da (a —a) + ey —d) +a, — 0) 


stehen. Dies stellt die «-Komponente derjenigen Geschwindigkeit 
dar, welche das Deformationsfeld des Hinfallsstromes im Punkt 2’, y/, x’ 
hat, wenn das Potential dieses Stromes um den Punkt a, 3, ¢ als 
Feldcentrum entwickelt wird. Unter dem Integralzeichen tritt also 
einfach das Produkt 2,.u’, auf, wo jeder Faktor eine Kugelfliichen- 
funktion der Ordnung Hins ist. Jetzt kénnen wir aber sofort die 
dem Deformationsfelde angehérende Geschwindigkeit w’, durch die 
totale Geschwindigkeit w des Feldes ersetzen. Denn alle dadurch 
hinzugefiigten Gleder sind Kugelflichenfunktionen von anderer als 
der ersten Ordnung, und werden nach Multiplikation mit @ und 
Integration tiber die Kugelfliiche das Resultat Null geben. 

Wir kénnen deshalb die x-Komponente der Kraft, und nach 
Symmetrie gleichzeitig die y- und z-Komponenten in der Form 


= — fewdo 
(c) Vis — fevdo 


Ca — [e,wdo 


schreiben. Hier wird die Kraft als eine Summe von Elementar- 
kriften dargestellt, welche nur auf der Oberfliche der Kugel wirken, 
und welche dieselbe Form haben, wie die gegen die volumindernde 
Kugel im Parallelfelde wirkenden Krifte. 


148. Gleichzeitig volumandernde und fortschreitende Kugel im 
beliebigen Felde. — Die Formeln 145 (b) bezogen sich auf die volum- 
iindernde Kugel im Parallelfelde. Die 2-Komponente lafst sich auch 


be — feadr—[é,ado 


schreiben, da wir berechtigt sind, die Dichte 2 der wirklichen Schicht 
durch die konstante Dichte 2, der auf der Volumanderung beruhenden 
Partialschicht zu ersetzen. 
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Wir denken uns jetzt, dafs das urspriingliche Stromfeld nicht 
mehr ein Parallelfeld, sondern ein beliebiges Potentialfeld ist, welches 
um den Punkt a, 5, ¢ als Feldcentrum entwickelt das Parallelfeld 
(d, 6, 7) enthalt. Ersetzen wir nun in dem obigen Integral @ durch wu, 
so werden die Integrale keine Wertverinderung erleiden. Denn im 
kubischen Integral werden die neuen Glieder nur Integrale von 
riumlichen Kugelfunktionen, im Flachenintegral Integrale von Kugel- 
flichenfunktionen hoherer Ordnungen als der Nullten geben, welche 
nach den Sitzen 82(B) und (C) verschwinden miissen. X, wird 


deshalb auch 
xX, = — feudr— fewdo 


geschrieben werden kénnen. 

Ist nun die Kugel in diesem Strome zugleich translatorisch be- 
wegt, so wirkt die Kraft 147(a). Da @ + 2, = @, ergiebt sich durch 
Addition fiir die «-Komponente, und nach Symmetrie fiir die y- 


und x-Komponenten: 
: — feudr —[ewdeo 


(a) Y, — favdr — [ev'do 
Le — [ewar— [ew do. 


Die hier auftretenden Elementarkrifte wirken teils im Innern der 
Kugel, und ihr auf die Volumeinheit bezogener Betrag hat die 
Komponenten —@u, —év, —éw. Teils wirken sie auf der Ober- 
flache der Kugel und haben einen auf die Flicheneinheit bezogenen 
Betrag, welcher durch die Komponenten —@w, —2@v', — ew’ 
gegeben ist. 


Pd 
I 


ll 


149. Erste Integralform des energetischen Drehungsmomentes. 
— Da @, p, ¥ von den Koordinaten a, y, x unabhiingige Griéfsen 
sind, so kénnen wir die Komponenten 141 (b) des Drehungsmomentes 
unmittelbar als Volumintegrale schreiben, wenn wir F, G, H durch 
die Integrale 146 (a) ausdriicken. Die erste Komponente wird dann 


ee — [7 —h)ar. 


Wegen des Satzes 82(C) kénnen wir jetzt die von den Koordinaten 
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unabhangigen Geschwindigkeitskomponenten a, 6, 7, welche der 
Kinfallsstrom im Punkte «=a, y=b, w=c hat, durch die von 
Punkt zu Punkt veriinderlichen Geschwindigkeitskomponenten w, v, w 
dieses Stromes ersetzen. Wir kénnen deshalb DL, und nach Sym- 
metrie gleichzeitig M, und N, auch in der Form 


By — f {gw —helac 
(a) ip — [hu fwlhar 
N, = —[{fo-gular 


schreiben. Das Drehungsmoment tritt hier als eine Summe von 
elementaren, jedes Volumelement angreifenden Drehungsmomenten 
auf, deren Betrag pro Volumeinheit die Komponenten 


(b) — {gw —hel, —{hu— jul, — {fo—gu} 
hat. 


150. Zweite Integralform des energetischen Drehungsmomentes. 
— Benutzt man die zweite und dritte Form 147(a) des Volum- 
elementes dz, so lafst sich der erste der obigen Ausdriicke fiir L, 
als das Flachenintegral 


DB, = — f {9%>*. ry —0) — 15". Bw - o) bdo 


schreiben. Genau wie in dem Integral 147(b) kénnen wir hier 


pee und i durch @, ersetzen, wodurch die Integralform 


L, = —[ {7 —2)—% Bw —2)| do 
entsteht. 
ey und 2,f sind Elementarkrafte derselben Natur, wie die, 
welche wir friiher zur Darstellung der translatorisch bewegenden 
Kraft benutzt haben, und der gesamte Ausdruck unter dem Integral- 
zeichen stellt das Moment einer solchen Elementarkraft in Bezug 
auf eine zur «-Achse parallele Achse durch das Centrum a, b, ¢ der 
Kugel dar. Untersuchen wir jetzt, inwieweit wir im allgemeinsten 
Falle das Drehungsmoment als die Summe der elementaren Momente 
15 
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aller kubischen und flichenhaften Aktionsdichten @ und @ darstellen 
koénnen. 

Ist die Kugel volumiindernd, so mufs die auf der Kugelflache 
konstante Aktionsdichte ¢, zu ¢, hinzugefiigt werden. Offenbar wird 
dadurch der Wert des Integrals nicht geiindert, da die mit einer 
Konstanten multiplicierten Kugelflichenfunktionen y’— 6 und % —c¢ 
das Flichenintegral Null haben. Da gleichzeitig die entsprechen- 
den riumlichen Kugelfunktionen y—b und x—e innerhalb des 
Kugelvolumens das Integral Null haben, kénnen wir unter dem 
Integralzeichen die Momente derjenigen Elementarkriifte ¢7 und @f 
hinzufiigen, welche nach diesen Vorstellungen im Innern der Kugel 
angreifen, LL, kann also auch 


@) L, = —f fevy-)-af@-ohar-[{evy-v)-2 8@-olao 


geschrieben werden, wo jetzt samtliche Aktionsdichten mitgenom- 
men sind. 

Jetzt denken wir uns die Konstanten ¢, 8,7, welche die 
Geschwindigkeit des urspriinglichen Stromes im Punkte a, b,¢ dar- 
stellen, durch die von Punkt zu Punkt verinderlichen Geschwindig- 
keitskomponenten w,v, w ersetzt. Sind diese Gréfsen nach rium- 
lichen Kugelfunktionen in der Umgebung von a, b, ¢ entwickelt, so 
wird L, dasjenige Integral sein, welches die konstanten Glieder dieser 
Entwickelung enthalt. Das Glied n** Ordnung wird ein Integral 


b) fe fe.(y—0) = 0,20) dx —fe xn (y 2) — we (x! 0) do 
veranlassen, wo v, und w, raumliche Kugelfunktionen der Ordnung n, 


und v, und w, die entsprechenden Kugelfliichenfunktionen sind. 
Infolge der Identit&ét 86(g) kénnen wir jetzt 


yt 0 2n+1 2n+1 
w(y—b) = ters, [ dw, = see 5 o d ; 
Ae) ) 2n+1\dy q2ntl ay panei Yn | 
nena) we tt [ate ott a (dest) 
ge 2n+1\ dx gentl Ox \,2nti Yn i 


schreiben, und hieraus ergiebt sich unter Beachtung der Relation 
6(a), welche die potentielle Natur der Bewegung ausdriickt: 


2n+3 9 
v,¥-1)—4 9 = — ee fe ao fad 
(22-+1) q?ntl | Oy pentl “n Ais ponti CP { 5 
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Die Glieder rechts sind Produkte riumlicher Kugelfunktionen der 
Ordnung »+ 1 in eine Potenz des Radiusvektor r. Im kubischen 
Integrale sollen diese Funktionen mit einer Konstante 2 multipliciert 
und innerhalb des Kugelvolumens integriert werden, was nach dem 
Satze 82 (C) das Resultat Null geben mufs, solange nicht » + 1 = 0, 
was nicht eintreffen kann, da » positiv ist. Nach der Substitution 
r=d,x=x#,y=y,%=~% erhalt man rechts in (b) eine Summe yon 
zwei Kugelfiichenfunktionen der Ordnung » + 1. Im Flichenintegrale 
sollen sie mit 2, also der Summe einer Kugelfliichenfunktion nullter 
und einer solchen erster Ordnung, multipliciert werden. Wenn 
n= 0, enthalt (b) Kugelflichenfunktionen der Ordnung 1, und dies 
giebt das Integral (a). Héhere Werte von m kommen dagegen nicht 
in Betracht. Das Integral (a) wird folglich seinen Wert unverandert 
beibehalten, wenn wir ¢, 6,7 durch w, v, w ersetzen. 

Die Komponenten des Drehungsmomentes lassen sich deshalb 
in der folgenden Form schreiben: 


(cc) M= — f feu (0) —ew(a—a)\de— | {2'w'(x' 0) —e'w(e' —a)| do 


N, = — f {ev (r—a)—2u(y—0)} dr — [ {eve —a)—e'w'y —2)\ do. 


Hier stellen die Gréfsen 


—{ aly —b)—w(%— e)} —{eu'(y —b)—ev (vv — a} 
(d) — {aul —c) — w(x — a)| — {eu («’ — c) — &w'(av — a} 
—{ev(a —a)— uly — 0) - { ev" (a! —a)—e@wl(y — 0) 


elementare Drehungsmomente in Bezug auf Achsen durch den Mittel- 
punkt der Kugel dar, und zwar sind es die Momente von eben den 
Kriften (— éw, —év, —éw), (—ew, —@v', —%w’), durch welche 
wir oben (148), die Resultantkraft gegen dic Kugel dargestellt haben. 


151. Diskussion der Elementarkrafte. — Die unbestimmte Natur 
der Aufgabe, welche wir hier behandelt haben, hat sich auch in 
den erhaltenen Lésungen gezeigt. Denn fiir den Fall der fort- 


schreitenden Kugel haben wir zwei Aquivalente Integralausdriicke 
15* 
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fiir die translatorisch bewegende Kraft, und zwei aquivalente Integral- 
ausdriicke fiir das Drehungsmoment gefunden. Fiir die innere Mechanik 
der studierten Vorgiinge sind deshalb die gefundenen Resultate be- 
deutungslos, und ihre Bedeutung liegt vorliufig nur in der einfachen 
und einheitlichen Form, auf die sie die Ausdriicke der Krafte und 
der Drehungsmomente zu bringen gestatten. 

Yu bemerken ist vor allem, dafs die in diesen Kraftausdriicken 
auftretenden Aktionsintensitaiten /, 7, h, und Aktionsdichten @ und @ 
dieselben Gréfsen sind, durch welche man das Potential des Feld- 
intensititsfeldes ausdriicken kann [verg].102(b), 103(d), 105(d), 113(d)]. 

Von den beiden Integralformen der Kraft und des Drehungs- 
momentes hat diejenige, die die Aktionsdichten 2 und @ enthalt, in- 
sofern einen formellen Vorzug, als sie allgemein verwendbar ist, sei 
es, dafs die Kugel volumindernde oder fortschreitende Bewegung hat. 
Die elementaren Krafte haben dann die Komponenten —éu, —év, —ew 
und —é'uw’, —ev’, —2w’, und das Resultat lafst sich folgendermafsen 
formulieren: 


Die auf eine unter Volumdnderung fortschreitende Kugel wirkende 
inerqiekraft, bexiehungsweise das energetische Drehungsmoment ist die 
Fesultante, bexiehungsweise das resultierende Drehungsmoment eines 
Systems von elementaren Kriiften, welche man sich als die einxelnen 
Volumelemente und Oberfldchenelemente der Kugel angreifend vorstellen 
kann, und deren Betrag pro Volum- oder Fldcheneinheit das negativ ge- 
nommene Produkt der vorhandenen Aktionsdichte in die Geschwindighkeit 
des Hinfallsstromes ist. 


Krinnern wir uns an die Eigenschaften der Aktionsdichten @ 
und @, so sehen wir sofort, dafs die gefundenen Elementarkrifte 
sehr verschieden verteilt sind, je nach den verschiedenen relativen 
Dichten von Kugel und Fliissigkeit. Ein Grenzfall ist besonders 
bemerkenswert. Ist die Dichte der Kugel gleich Null, so reducieren 
sich die Elementarkrifte innerhalb der Kugel ebenfalls auf Null. 
Die Kraft und das Drehungsmoment werden dann ausschliefslich 
durch Oberflichenintegrale ausgedriickt. 


Vierter Teil. 


Hydrodynamische Fernkrafte. 


Erster Abschnitt. 


Ursprung und erste Entwickelung der Bjerknes’schen 
Arbeiten. 


152. Ubergang zur Mechanik des vollstandigen Kugelsystems. — 
Im zweiten, kinematischen Teile unserer Untersuchungen haben wir 
die Bewegung der Fliissigkeit bei gegebener Bewegung eines Systems 
von Kugeln untersucht, und im dritten haben wir ausfiihrlich die 
dynamische Wechselwirkung einer Kugel und der umgebenden Flissig- 
keit diskutiert. Die Elemente fiir die dynamische Diskussion der 
Bewegung des gesamten Kugelsystems sind dadurch gegeben, voraus- 
gesetzt, dafs wir uns auf solche Fille beschranken, wo die gefundenen 
Ausdriicke fiir die hydrodynamische Druckkraft eine befriedigende 
Anniherung geben, was in jedem einzelnen Falle durch Anwendung 
des aufgestellten Kritertums entschieden werden kann. Die Be- 
schrinkung wird im allgemeinen darin bestehen, dafs der Abstand 
unter den Kugeln grofs im Vergleiche zu den Radien sein muls. 
Wenn diese Bedingung erfiillt ist, sind wir im stande, die Hin- 
fliisse oder die scheinbaren Fernkrifte zu studieren, welche die Kugeln 
unter Vermittelung der Fliissigkeit aufeinander ausiiben. 

Die Untersuchung dieser scheinbaren Fernkrifte hydrodyna- 
mischen Ursprunges war unser Hauptziel. Die Eigenschaften der- 
selben werden wir im folgenden in systematischer Reihenfolge be- 
handeln. Da aber diese Reihenfolge in den grofsen Ziigen nit 
der historischen Reihenfolee in der Entwickelung dieser Unter- 
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suchungen zusammenfillt, werden wir die Gelegenheit benutzen, einige 
historische Erlauterungen iiber die Entstehung und Entwickelung 


der leitenden Ideen einzufiigen. 


153. Bewegung einer Kugel unveranderlichen Volumens in ur- 
springlich ruhender Flissigkeit. — Um den ersten Ursprung der 
Bserkyes’schen Untersuchungen zu zeigen, kehren wir noch einmal 
zu dem einfachen Falle zuriick, dafs sich eine Kugel unverander- 
lichen Volumens in einer urspriinglich ruhenden Flissigkeit bewegt, 
um die dabei erhaltenen Resultate von einer neuen Seite zu be- 
trachten. 

Die ganze hydrodynamische Druckkraft reduciert sich in diesem 
Falle auf die selbstinducierende Kraft in der einfachen Form 96 (b”). 
Fiihren wir die verdriingte Fliissigkeitsmasse 


(a) m= gi 


ein, so wird der Ausdruck dieser Kraft 


XxX, = — $m di 
(b) Y, = —imb 
Z, = —1imé. 


Die Bewegung der Kugel wird dann nach den folgenden Gleichungen 
verlaufen : 


Mé = —4tmi+X 
Mt = —tmi+8, 


wenn X,Y), 8 die Komponenten einer fremden, im Mittelpunkte der 
Kugel angreifenden Kraft nicht hydrodynamischen Ursprungs sind. 
Diese Gleichungen lassen sich in die Form 


(M+im)é = & 
(d) (M+4m)b = 9 
(M+im)ée = 2 


umschreiben, und haben dann dieselbe Gestalt wie die Bewegungs- 
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gleichungen einer Kugel, welche sich im leeren Raume bewegt, und 
die Masse M+ +m hat. Wir finden also das folgende Resultat: 


Ine Bewegung einer Kugel in einer urspriinglich ruhenden inkom- 
pressiblen und reibungslosen Flissigkeit wird genau so verlaufen, wie 
die Bewegung derselben Kugel im leeren Raume, wenn die Masse der 
Kugel um die halbe Masse des verdriingten Fliissigkeitsvolumens ver- 
gro[sert wird. 


Kin besonders wichtiger Specialfall hiervon ist in dem folgenden 
Satze enthalten: 


Wenn sich die Kugel mit konstanter Geschwindighkeit durch die 
Fliissigkett bewegt, wird sie keinen Widerstand erleiden. Sie wird sich 
genau so bewegen, wie eine Kugel im leeren Rawme nach dem Triig- 
heitsgesetxe. 


154. Dirichlet’s Arbeiten. — Die Lésung dieses Problems von 
der Bewegung einer Kugel in einer Flissigkeit hatte Leyeunr- 
DrricHiEetT, selbst mit den dlteren Resultaten englischer Forscher 
unbekannt!, im Jahre 1852 publiciert.2 Doch hatte er das Resultat 
nicht in der oben gewihlten Formulierung gegeben, denn anstatt 
der Vorstellung von einer scheinbaren Vergréfserung der tragen 
Masse der Kugel hatte er die Vorstellung von einer scheinbaren 
Verminderung der beschleunigenden Kraft benutzt. 

In seinen Vorlesungen im Wintersemester 1855—56 an der 
Universitat Gottingen: ,,.Imtegration partieller Differentialgleichungen, 
und deren Anwendung auf physikalische und hydrodynamische Pro- 
bleme“, trug er die Lésung des nahe verwandten Problems von einer 
ruhenden Kugel in einem Strome vor, und forderte seine Schiiler 
auf, das mathematisch schwierigere Problem von der Bewegung des 
Ellipsoids anzugreifen. 

Von Diricuier’s Schilern léste ScuErmna dieses Problem, und 
C. A. Bserxnes verallgemeinerte Scuurine’s Lésung fiir den Fall, 


1 Green, Researches on the Vibrations of Pendulums in Fluid Media. 
Transactions of the Royal Society of Edinburgh. Vol. 13. Read December 
1833: Mathematical Papers p. 315. Sroxes, On some cases of fluid motion, 
Transactions of the Cambridge Philosophical Society. Vol. VII, p. 105. Read 
May 1843. Mathematical and Physical Papers. Vol. I, p. 17. 

2 Luynunn-Dirtoater, Uber die Bewegung eines festen Kérpers in einem 
inkompressiblen fliissigen Medium. Bericht iiber die Verhandlungen der Konigl. 
Preufsischen Akademie der Wissenschaften von 1852, 5. 12. Werke Bd. HI, 
S. 115. 
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dals die Bewegung in einem Raume mit »-Dimensionen vor sich 
ginge. Doch erst viel spiter, nachdem CLEBsCH seine Lésung des 
Ellipsoidproblems schon liingst publiciert hatte!, wurden diese 
Resultate, in Verbindung mit weiteren Untersuchungen in dieser 
Richtung, von BserKneus publiciert.? 

Drercuuer regte also seine Schiiler zur Fortsetzung der Arbeit 
in mathematischer Richtung an. Ob er selbst mit seinen Unter- 
suchungen physikalische Ziele verfolgt hat, dariiber hat er sich nicht 
ausgesprochen, Wenn dies aber der Fall gewesen ist, so diirfte die 
zunachstliegende Vermutung die sein, dafs er die wichtige praktische 
Frage von den Gesetzen des Fliissigkeitswiderstandes, und eine 
migliche, theoretische Ableitung des Newron’schen empirischen Ge- 
setzes von der Proportionalitat des Widerstandes mit dem Quadrat 
der Geschwindigkeit im Auge gehabt habe. Hat er aber dieses 
Ziel verfolet, so mufs das beim ersten Anblick so itberraschende 
Resultat von der widerstandslosen Bewegung der Kugel jedenfalls 
eine Enttiuschung gewesen sein. 


155. Ursprung der Bjerknes’schen Arbeiten. — Wie erwihnt, 
nahm ByERKNES wiihrend seimes Studienaufenthaltes in Géttingen an 
den von Drricuter veranlafsten mathematischen Arbeiten Teil. Aber 
gleichzeitig war doch bei ihm der Plan zur Fortsetzung dieser Arbeiten 
nach einer anderen Richtung hin entstanden. 

Die Fernwirkungslehre stand um diese Zeit in ihrer héchsten 
Bliite, und eben von Gottingen war die letzte glinzende Leistung 
dieser Lehre, das Wesperr’sche Gesetz, wenige Jahre vorher aus- 
gegangen. Als Fremder war aber ByerKNEs yon der Denkweise der 
Géttinger Gelehrten weniger beeinflulst, und aufserdem war er schon 
friihe gegen die herrschende Fernwirkungslehre oppositionell gestimmt 
worden. Durch einen Zufall war ihm nimlich eine dianische Aus- 
gabe von Kuer’s Briefen an eine deutsche Prinzessin® in die Hinde 


* Crmsscnu, Crepre’s Journal fiir reine und angewandte Mathematik. 
Bd. 52, 8. 103; Bd. 52, §. 287. 1856—57. 

> C. A. Bserxnes, Geschichtliche Notizen iiber das Drricuter’sche Kugel- 
und Ellipsoidproblem, Géttinger Nachrichten, 9. Juli 1873; Verallgemeinerung 
des Problems von dem ruhenden Ellipsoid in einer bewegten unendlichen 
Fliissigkeit, Gétt. Nachr., 9. Juli 1873; Verallgemeinerung des Problems von 
den Bewegungen, welche in einer ruhenden unelastischen Fliissigkeit die Be- 
Wwegung eines Ellipsoids hervorbringt. LErster Aufsatz, Gott. Nachr., 17. De- 
zember 1873. Zweiter Aufsatz, Gott. Nachr., 3. Juni 1874, 

* Kopenhagen 1792. 
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gekommen, und das Lesen der Polemik, welche der grolfse Forscher 
hier gegen die damals gerade zur Herrschaft gelangte Lehre von 
den Fernwirkungen fihrt, hatte auf ihn einen tiefen Kindruck 
gemacht. 

Jetzt schien ihm das Drricuner’sche Resultat von der wider- 
standslosen Bewegung der Kugel eben fiir Fragen dieser Art yon 
der gré{sten Bedeutung zu sein. 

Sind die Fernkrifte der Natur nur scheinbare Fernkrifte, so 
mufs man die Existenz eines raumerfiillenden Mediums annehmen, 
welches die Wirkungen fortpflanzen kann. Gegen die Annahme 
eines solchen Mediums wiirde man aber sofort im Anschlusse an 
unsere alltiglichen Erfahrungeu iiber Fliissigkeitswiderstand ein- 
wenden kénnen, dals das Medium gegen die Bewegung der ponde- 
rablen Korper Widerstand leisten miifste, mit dem Erfolge, dafs 
zuletzt jede Bewegung aufhéren wiirde. Nrewron hatte besonders auch 
diese Frage im Auge, als er die Gesetze des Fliissigkeitswiderstandes 
untersuchte und das Resultat von dem dem Quadrate der Ge- 
schwindigkeit proportionalen Widerstande fand. Mit offenbarer Riick- 
sicht auf die Kartesische Wirbeltheorie zieht er, allerdings mit 
einigem Vorbehalt, den Schlufs, dafs die Himmelsr’ume von jeder 
kérperlichen Fliissigkeit frei sein miissen.! Fir die Stellung, welche 
er selbst und noch mehr seine Nachfolger zur Undulationstheorie 
des Lichtes einnahmen, ist eben diese Frage von dem Fliissigkeits- 
widerstande von bedeutendem Kinflufs gewesen. 

Jetzt fiihrte aber Drricuier’s Untersuchung zu dem unerwarteten 
Resultate, dafs, welche mechanische Ursache der Fliissigkeits- 
widerstand auch haben mag, das Auftreten eines solchen Widerstandes 
nicht eine Naturnotwendigkeit ist: Das Tragheitsprinzip kann mit 
derselben Genauigkeit erfiillt bleiben, sei es, dafs der Raum leer 
oder mit einem Medium erfiillt ist. Durch Uberlegungen dieser 
Natur geleitet, fafste Bserknus den Plan zur Fortsetzung der 
Diricuier’schen Untersuchungen in einer anderen Richtung als in 
der von dem Meister selbst angegebenen: das Ziel sollte micht 
mehr ein mathematisches, sondern ein physikalisches und natur- 
philosophisches sein. 


156. Stellung der Aufgabe von der Bewegung eines Systems 
von Kugeln mit verdinderlichem Volumen. — Wenn das Medium vor- 
handen sein kann, ohne dafs ein Widerspruch mit dem ersten Prin- 


1 Principia, Schlufsbetrachtungen des siebenten Abschnittes des zweiten 


Buches. 
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zipe der Mechanik entsteht, so liegt die Frage nahe, ob nicht auch 
das Medium eine mehr aktive Rolle spielen und méglicherweise die 
Wirkungen veranlassen oder fortpflanzen kénne, welche wir als Fern- 
wirkungen beobachten. | Wenn nicht nur eine Kugel, sondern mehrere 
Kugeln sich in der Flissigkeit bewegen, schliefst man schon nach 
dynamischem Gefiithl, dafs sie ihre Bewegungen gegenseitig beein- 
flussen miissen. Uben sie aber einen solchen Einflufs aus, so mufs 
ein Beobachter, welcher die Fliissigkeit nicht sieht, scheinbare Fern- 
wirkungen unter denselben wahrzunehmen glauben. 

Die Eigenschaften dieser scheinbaren Fernkrifte mulfsten aber 
jetzt, nachdem Drirrcuter die Méglichkeit solcher Untersuchungen 
bewiesen hatte, zum Gegenstande exakter Forschungen gemacht 
werden kénnen: Man brauchte zu diesem Zwecke nur das Problem 
von der Bewegung mehrerer Kugeln in der Fliissigkeit zu lésen. 
Dabei trat fiir BserKnes besonders ein Gedanke in den Vorder- 
gerund: Wird ein Beobachter, welcher die Kugeln, nicht aber die 
Flissigkeit sieht, finden, dafs aufser dem Trigheitsprinzipe auch die 
anderen Prinzipien unserer gewodhnlichen Mechanik erfiillten sind? 
Das heifst: werden die zwischen den Kugeln wirkenden scheinbaren 
Fernkrifte diejenigen Eigenschaften besitzen, welche wir nach den 
Newton’schen Axiomen der Mechanik den Fernkriften beizulegen 
pflegen? 

Neben dieser allgemeinen Frage mufste sich auch eine Frage 
speciellerer Natur aufdriingen: Wird es méglich sein, unter den 
hydrodynamischen Fernkriften solche aufzufinden, die den einzelnen 
Fernkraften der Natur ihnlich sind? Von selbst tritt dabei der 
Gedanke an die Schwerkraft und im allgemeinen an die nach dem 
Newton’schen Gesetze im umgekehrten Verhiltnisse des Quadrates 
des Abstandes wirkenden Krifte in den Vordergrund. Zu solchen 
Kraften hoffte Bserknes besonders zu gelangen durch eine Ver- 
allgemeinerung des Problems, wonach die einzelnen Kugeln des 
Kugelsystems nicht nur translatorische, sondern auch volum- 
aindernde Bewegungen haben sollten. 

Die Lésung der somit definierten Aufgabe wurde nicht unmittel- 
bar in Angriff genommen. Teils Aufsere Umstinde, teils die Be- 
schiftigung mit ihm niher liegenden Aufgaben mathematischer Natur 
traten dazwischen. Erst 1863 wurde der Anfang gemacht durch 
die Lésung der Aufgabe yon der Bewegung einer einzigen Kugel 
veriinderlichen Volumens in der Fliissigkeit (vergl. S. 53). Die Arbeiten 
wurden aber wieder wihrend fiinf Jahren durch Krankheit fast ganz 
unterbrochen, so dafs er erst im Jahre 1868 im Besitze einer hin- 
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langlich allgemeinen Lisung des gestellten Problems war, um die 
erste Diskussion der allgemeinen Higenschaften der hydrodynamischen 
Fernkrifte vorzunehmen!, eine Diskussion, zu welcher wir jetzt in 
unserer Darstellung tibergehen. 


Zweiter Abschnitt. 


Klassifikation der im Kugelsystem wirkenden Krifte. 


157. Lokale Kraft und scheinbare Fernkraft. — Die friiher 
benutzte Zerlegung der hydrodynamischen Druckkraft in inducierende 
Kraft und energetische Kraft wird nicht mehr die fundamentale 
Zerlegung sein, wenn wir zu der Untersuchung der Bewegung des 
vollstiindigen Kugelsystems mit besonderer Riicksicht auf die dort 
auftretenden scheinbaren Fernkrifte tibergehen. Die Zerlegung der 
Induktionskraft in die selbstinducierende und die fremdinducierende 
Partialkraft bleibt aber eine fundamentale. Die selbstinducierende 
Kraft wird also fiir sich ausgeschieden werden, wihrend die fremd- 
inducierenden und die energetischen Krafte zusammen eine zweite 
Gruppe ausmachen werden. 

Denn die selbstinducierende Kraft hingt nur von solchen Para- 
metern ab, welche fiir die Kigenbewegung der Kugel charakteristisch 
sind. Die Bewegung des iufseren Stromes, und somit das Vorhandensein 
und die Bewegung der entfernten Kugeln haben aber keinen Kinflufs 
auf den Wert dieser Kraft. Sie bleibt also eine rein lokale Kraft, 
welche von der Bewegung der einen betrachteten Kugel in Ver- 
bindung mit dem Vorhandensein der Fliissigkeit abhingt. 

Im Ausdrucke der fremdinducierenden Kraft, ebenso wie in 
simtlichen Gliedern der Energiekraft, treten dagegen aufser den fiir 
die Kugel und ihre Bewegung charakteristischen Parametern zu- 
gleich solche Parameter auf, welche von der Bewegung im Einfalls- 
strome abhingen. Dieser Kinfallsstrom besteht aber nur infolge des 
Vorhandenseins und der Bewegung der anderen Kugeln. Diese Krifte 


1G. A. Burrxnes: Om den samtidige Bevegelse af kugleformige Legemer 
i et inkompressibelt Fluidum. Forhandlinger ved de skandinaviske Natur- 
forskeres 10° Miéde i Christiania, vorgelegt 8. Juli 1868. 
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wiirden wegfallen, wenn man die anderen Kugeln entfernte, und 
wieder auftreten, wenn diese Kugel wieder in die Flissigkeit ein- 
gebracht wiirden. Ein Beobachter, welcher diese Erscheinung wahr- 
genommen hitte, und nichts von dem Vorhandensein der Fliissigkeit 
wiifste, wiirde glauben, Wirkungen in die Ferne zwischen den 
Kugeln gesehen zu haben; alle diese Krifte sind deshalb als 
scheinbare Fernkrifte zu bezeichnen. 

Diesen Uberlegungen gemifs nehmen wir die folgende, neue 
Teilung der hydrodynamischen Druckkraft 87 (a) vor: 


Exe = X, + xX; 
(a) Wie CeCe ay, 
Z = Z, +e Zr 


wo X,, Y,, Z, die Komponenten der lokalen Kraft, 


ue 
X= —34975,(#4) 

b a d 
(b) % $9 7,(2b) 
d : 
4 = — 295, (#e) 


und X;, Y;, Z, die Komponenten der scheinbaren Fernkriafte 


, 


= d 
Xp = $4 7(B@)—qal—q\aP+ apa +a, HI 
4 d 

(°) Y= $9 7,(BP)— oP Bg) BP + BG + f, A 


9 d . Cy a) 5 ry 4 x) * 
“y= $a5,(E7) — a7 Halak +72 Gay, 


sind. 


158. Inducierende Fernkraft und energetische Fernkraft. — 
Die scheinbare Fernkraft besteht aus zwei Partialkriiften mit weit 
verschiedenen Higenschaften, der inducierenden und der energetischen 
Fernkraft. Wie friiher wird es sich empfehlen, diese Partialkrifte 
getrennt zu diskutieren. Wir zerlegen also 
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XxX; => XxX}, + x, 


(a) Pe geal, 
Z; — Zi, + Z,) 
wo 
xe) Gas 
aa ks 395; ( c) 
(b) Y= 8q" (EB) 
fi 2 dt 
dae 
4, = $95,(27) 
und 
SG —qaB—4q\ dF + ig G + a, Hl 
(c) ¥, = —qpB—-4|b.P + Bp G + 6H 
Zo = —a7B—qhich + p44 7, Hh. 


159. Grenze der Verwendbarkeit der Kraftformeln. — Wenn 
wir mit Hilfe dieser Formeln diejenigen Fernkrifte berechnen wollen, 
welche eine bestimmte Kugel g des Kugelsystems von seiten der 
n—1 ibrigen Kugeln erleidet, miissen wir den Gréfsen @, f, 7, 
Ga, hp, @, ... diejenigen Werte geben, die sie in dem von den n — 1 
iibrigen Kugeln herriihrenden Hinfallsstrom in der Umgebung der 
Kugel g haben. Das Potential dieses Einfallsstromes, welches wir 
in 76 durch g, bezeichnet haben, kénnen wir durch die Methode 
der successiven Approximation berechnen. Zu bemerken ist aber 
dabei, dafs schon die Kraftformeln nur angenihert richtig sind, und 
es wird deshalb keinen Zweck haben, wenn man die Berechnung 
von g,, oder der Koefficienten @, (, 7, a, ... desselben iiber eine 
gewisse Grenze hinaus fortsetzte, welche wir jetzt bestimmen wollen. 

Als Grundlage der Diskussion nehmen wir dann die Voraus- 
setzung, dafs die Verhiltniszahlen 


(a) ae are 


der Radien d, und d, zweier beliebiger der Kugeln zu ihrem gegen- 
seitigen Abstande r,, kleine Grélsen erster Ordnung sind. 
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Aus dieser Voraussetzung folgt zunichst, dafs die in 74 ent- 
wickelte Methode der successiven Approximation zu einer rasch 
konvergierenden Reihe fithrt, deren einzelne Glieder Pant Pui +: 
wieder durch rasch konvergierende Reihen dargestellt werden. Denn 
bildet man nach den angegebenen Regeln den expliciten Ausdruck 
eines Reaktionspotentials, so wird man finden, dafs die nacheinander 
folgenden Glieder Gréfsen der Form (a) in immer steigenden Potenzen 
enthalten; und vergleicht man zwei nacheinander folgende Reaktions- 
potentiale, so wird man sehen, dafs die einander entsprechenden 
Glieder um Quadrate von Gréfsen der Form (a) verschieden sind. 
Kommt man deshalb tiberein, eine gewisse Potenz der Gréfsen (a) 
und alle héheren zu vernachlassigen, so kann man leicht aus der 
Reihe 74(c) eine endliche Anzahl von Gliedern ausscheiden, welche 
das Potential gw des Kugelsystems mit der verlangten Genauigkeit 
darstellen. Dasselbe kann man mit der Reihe 76(d) machen, welche 
den hier besonders in Frage kommenden Einfallsstrom g, darstellt. 

Um dann den gréfsten Fehler zu schiitzen, zu welchem die Ver- 
wendung der Kraftformeln fiihren kann, brauchen wir nur ein be- 
liebiges der » —1 Hauptglieder des Einfallsstromes gw, zu betrachten, 
beispielsweise das Glied, welches direkt von der Volumanderung 
und der Translation einer Kugel & herrithrt. Die Genauigkeit des 
Ausdruckes der Kraft war nach 88 dadurch begrenzt, dafs wir 
Kraftglieder vernachlassigt haben, welche Gréfsen der Form 


Og, \ (Pp 
b palo z 
°) ads oar) (oat), 
proportional waren. Identificiert man jetzt g, mit dem yon einer 
volumaindernden und fortschreitenden Kugel & herriihrenden Potential, 
welches die Form 85(b) hat, berechnet die Ableitungen dieses Po- 
tentials in Bezug auf ihre Gréfsenordnung im Punkte g und setzt 


in (b) ein, so findet man Ausdriicke von drei verschiedenen Grofsen- 
ordnungen: 


(c) kommt nur vor, wenn die Kugel & volumandernd, (c”) nur, wenn 
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sie fortschreitend und (c’) nur, wenn sie gleichzeitig volumindernd 
und fortschreitend ist. Wir schliefsen also: 


Kommen im Kugelsystem nur Kugeln unverdnderlichen Volumens 
vor, so sind die Kraftformeln brauchbar xur Diskussion von Kriiften, 
welche klein bis xur achten Ordnung einschlie/slich sind. 


Kommen im Kugelsystem Kugeln verdnderlichen Volumens vor, so 
sind die Kraftformeln brauchbar xur Diskussion von Kriiften, welche klein 
bis xur sechsten Ordnung einschlie/slich sind. 


160. Permanente und temporare Fernkraft. — Wir haben friiher 
die eine einzige Kugel angreifende Energiekraft in die permanente 
und die temporire Partialkraft geteilt. Wir werden jetzt versuchen, 
dieselbe Teilung bei den im vollstiindigen Kugelsystem auftretenden 
Kraften durchzufihren. 

Die Grundlage der Zerlegung der Kraft bildet die Zerlegung 
des Aktionsmomentes in zwei Teile: 


F= Hg + Ff, 


I 


(a) 6 eek abte 


H = H, + H,. 


Zerlegt man in dieser Weise die Aktionsmomente jeder Kugel des 
Systems, so wird sich auch der eine beliebige Kugel umgebende 
Fliissigkeitsstrom entsprechend zerlegen in die von der permanenten, 
und die yon der temporiren Partialbewegung der entfernten Kugeln 
herriihrenden Teile, so dafs wir 


ree ee On hy =a (ba)oi te (hole os wo as 
) B= Both dp = (tpl t(ah --+--- 
Veg fi hy Opp (Oy) apes a 


schreiben kénnen. 

Wenn wir dies in den Formeln 157 (c) substituieren, miissen 
wir auf die Gréfsenordnung der verschiedenen Glieder achten. 

Die Geschwindigkeitskomponenten @, §,7 in demjenigen Parallel- 
felde, welche die entfernten Kugeln in der Umgebung der einen, 
besonders betrachteten Kugel erzeugen, sind kleine Gréfsen zweiter 
oder dritter Ordnung, in Vergleich zu den aktuellen Geschwindig- 
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keiten (d, 6, é) der einzelnen Kugeln. Das temporare Aktionsmoment 
(F, G., H,) wird deshalb, weil es mit (@, 8, 7) proportional ist, eine 
iene Gréfse zweiter mite dritter ee in Vergleich zu dem 
permanenten Aktionsmoment (F., G3 ie ) sein, welches der perma- 
nenten oder der davon nicht meronich ‘verschiedenen aktuellen Ge- 
schwindigkeit proportional ist. 

Gleichzeitig werden die permanenten linearen und deformativen 
Geschwindigkeiten @,, hs Vys (daly » + + VOU der Gréfsenordnung der 
entsprechenden totalen Cioachmindienetan d, By J, Gy» » Sein, 80 
dals dp, 6», 7 kleine Gréfsen zweiter und dritter, (d,), ... kleine 
Gréfsen dritter und vierter Ordnung werden. ¢,, G,, 7,, (da),--+ da- 
gegen, welche von dem temporaren Aktionsmomente der entfernten 
Kugeln herriihren, werden kleine Gréfsen fiinfter und sechster, be- 
ziehungsweise sechster und siebenter Ordnung. 

Setzen wir deshalb (a) und (b) in 157(c) ein und vernachlassigen 
Gréfsen achter und héherer Ordnungen, so ergiebt sich die folgende 
Zerlegung der Energiekraft: 


Xx, = NO ems 


(0 Y= ¥,.+ ¥, 
Z, = B,.+ G,, 
wo 
X,, = —96,B— (ce), ¥, +(e), @, +(e), H, | 
()  -¥,, = — 48, 8-9 {(.),#, + Gs), 4, +B), Hy} 
Zy, = —47,H—4q (Ya) F, + (Ye)p F + Hr)p Hr, | 
und 
X,,= —qe,E— ek F, + (&g),@ > + (d,), H,\—q{ (de), f+ (ci), G+ (&), #} 
Y= —¢f,8- | (Be) a), i +(f), eer. ,+(8,), A ce a (.), F Bt + (8s), @,+(B,), 27} 


Zu= 17, B-a\ Pah B+ Gy + HNL} a aly P+ Waly G, +O). 


Die erste dieser Partialkrifte nennen wir die permanente, die zweite 
die temporiire Energiekraft in Bezug auf das Kugelsystem. 


DIE LOKALE DRUCKKRAFT UND DAS TRAGHEITSPRINZIP. 241 


161. Fernkrafte niederer und hoherer Ordnung. — Nach den 
eben angestellten Uberlegungen erkennt man, dafs die einzelnen 
Glieder im Ausdrucke der permanenten Energiekraft kleine Grofsen 
zweiter, dritter und vierter Ordnung sind, wihrend die in den Aus- 
druck der temporiren Energiekrafte eingehenden Glieder kleine 
Grofsen fiinfter, sechster und siebenter Ordnung sind, Gleichzeitig 
ist die inducierende Fernkraft klein zweiter oder dritter Ordnung, 
wie man sofort aus der Gréfsenordnung der darin eingehenden 4, , 7 
erkennt. Dabei schitzen wir nur die Gréfsenordnung der Krifte 
nach den eingehenden Potenzen der Groéfsen 159 (a), und nicht nach 
den verschiedenen Intensitaten, welche die Kriifte an sich wegen der 
vorliegenden Bewegungsformen haben kénnen (vergl. 123 und 124). 

Wie wir eben gefunden haben, kénnen die Glieder, welche wir 
bei der Entwickelung unserer fundamentalen Kriifteformeln vernach- 
lassigt haben, unter Umstiinden die siebente Gréfsenordnung erreichen. 
Die Diskussion der temporiren Krifte erfordert deshalb besondere 
Vorsicht, und schon aus diesem Grunde empfiehlt es sich, sie in 
eine Klasse fiir sich zu stellen, deren Diskussion wir erst anfangen, 
nachdem wir die Untersuchungen der inducierenden Fernkrifte und 
der permanenten energetischen Fernkrifte erledigt haben. 


Die inducierenden und die permanent-energetischen Fernkrafte 
werden wir deshalb als hydrodynamische Fernkrafte niederer Ord- 
nung zusammenfassen, die temporiir-energetischen Fernkrafte als hydro- 
dynamische Fernkrafte héherer Ordnung bezeichnen. Zur niederen 
Ordnung rechnen wir also alle Krafte, welche kleine Grélsen der 
zweiten, dritten und vierten Ordnung sind, zur hoheren Ordnung 
alle Krifte finfter oder héherer Ordnungen. 


Dritter Abschnitt. 


Die lokale Druckkraft und das Triigheitsprinzip. 


162. Vergleich des Kugelsystems mit einem System von mate- 
riellen Punkten. — Nach der somit vorgenommenen Klassifikation 
der im Kugelsysteme auftretenden Kriifte gehen wir zu der Dis- 
kussion der Kigenschaften dieser Krifte iiber. Dabei werden wir 
erst untersuchen, ob sie diejenigen allgemeinen Higenschaften be- 
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sitzen, die wir in der auf Gatmzt-NEwron’scher Grundlage gebauten 
rationellen Mechnik den Kraften beizulegen pflegen. 

Diese allgemeinen Kigenschaften der Krafte sind in den drei 
Newron’schen Bewegungsgesetzen enthalten, und die Frage kann so 
gestellt werden: 

Denken wir uns in der Lage eines Beobachters, welcher zu- 
nichst die Flissigkeit nicht sehen kann, und dann von den Be- 
wegungen der Kugeln nur die progressiven, mit gréfseren Ortsver- 
anderungen verbundenen Bewegungen, nicht aber die vielleicht auch 
vorhandenen kleinen Schwingungen wahrnimmt, wiirden wir dann 
zu dem Resultat kommen, dafs die Bewegungen des Kugelsystems 
in Ubereinstimmung mit den drei Newron’schen Bewegungsgesetzen 
verlaufen? 

Beim ersten Anblick scheint die lokale Druckkraft, welche wir 
erst diskutieren wollen, Schwierigkeiten darzubieten. Denn die 
rationelle Mechanik kennt nur gegenseitige Kriafte zwischen je zwei 
materiellen Punkten. Eine lokale Kraft, welche auf einen Punkt 
wirkt, ohne von einem anderen herzuriihren, besteht nicht. Die 
einzige Wirkung lokaler Natur ist die triage Reaktion des Punktes 
gegen die Wirkung der entfernten Punkte. Soll deshalb unser Be- 
obachter zu dem Resultat kommen kénnen, dafs die Bewegung des 
Kugelsystems wie die Bewegung eines materiellen Punktsystems 
verliuft, so mufs er die Wirkung der lokalen Kraft nicht von der 
trigen Reaktion der Kugel trennen kénnen. Diese Trennung war 
aber, wie wir schon gesehen haben, unméglich wenn nur eine Kugel 
unverinderlichen Volumens vorhanden war (1538). Es wird also zu 
untersuchen sein, inwieweit auch im allgemeinsten Falle die lokale 
Kraft sich in dieser Weise der Beobachtung entziehen, und nur 
die triage Reaktion der Kugel gegen die fufseren Krifte modifi- 
cleren wird. 

Das Gesetz von der Tragheit und von der trigen Reaktion der 
Korper gegen die Kinwirkung bewegender Kriifte ist in den beiden 
ersten Newron’schen Bewegungsgesetzen enthalten. Die Frage liuft 
also darauf hinaus, ob unserem Beobachter diese beiden Gesetze 
als erfiillt scheinen werden. 


163. Umformung der Bewegungsgleichungen der Kugel. — Um 
diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Bewegung einer be- 
liebigen der Kugeln unter dem Kinflusse der lokalen Kraft, der von 
den anderen Kugeln herrithrenden, scheinbaren Fernkraft, und even- 
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tuell, der Allgemeinheit halber, einer fremden, nicht hydrodynamischen 
Kraft. Der allgemeinste Ausdruck der lokalen Kraft ist in 157 (b) 
autgeschrieben. Wenn wir wieder die von der Kugel verdriingte 
Flissigkeitsmasse m= q ZH einfiihren, wird der Ausdruck derselben 


= d 
IM ee — 53 (4 m4) 
d A 
(a) Y, = — 73(4m™>) 
d : 
—— qihe ™®) 


Die hydrodynamische Fernkraft und die fremde Kraft sollen zu- 
sammen die Komponenten X, ¥), 8 haben. Die Bewegungsgleichungen 
der Kugel werden dann: 


Mé = —“(4ma)+2 

(b) Mb = —F(4mb)+9 
Me = — F,(me) +8 

di? oO: 


Wenn wir sie mit den Bewegungsgleichungen eines freien mate- 
riellen Punktes vergleichen wollen, welcher der Wirkung fern- 
wirkender Krifte ausgesetzt ist, diirfen auf der rechten Seite nur 
die Komponenten der bewegenden fernwirkenden Kraft vorkommen. 
Die lokale Kraft ziehen wir deshalb auf die linke Seite. Hier wird 
dann die Grofse 


(c) mM = M+im 


auftreten, welche die Masse der Kugel vergréfsert um die Masse 
des halben yerdringten Fliissigkeitsvolumens ist, und welche wir 
die effektive Masse der Kugel in der Fliissigkeit nennen kénnen. 
Gleichzeitig werden wir, der gewohnlichen Terminologie der ratio- 
nellen Mechanik entsprechend, das Produkt (Md, Mb, Mc) der Ge- 
schwindigkeit in die effektive Masse die effektive Bewegungs- 
gréfse der Kugel in der Fliissigkeit nennen. Die Bewegungs- 


gleichungen der Kugel werden dann 
16* 
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d F 

qi) = Xx 
(@) (ms) = 9 

d 

qlee) = 8 


und sagen also aus, dafs die Zeitableitung der effektiven Bewegungs- 
gréfse der bewegenden Kraft gleich ist. 


164. Das Tragheitsgesetz. — Denken wir uns jetzt alle anderen 
Kugeln hinlinglich weit entfernt, so reduciert sich die scheinbare 
hydrodynamische Fernkraft auf Null. Ist zugleich die fremde, nicht 
hydrodynamische Kraft gleich Null, so wird X=%9=8=0, und 
die Integration ergiebt, dafs die Gréfsen Md, Mb und Me konstant 
oder Null sein miissen. Es ergiebt sich also das folgende Gesetz, 
welches das im leeren Raume giiltige Trigheitsgesetz vertritt: 


Hine Kugel verdnderlichen Volumens in einer Fliissigkeit beharrt 
in threm Zustande der Ruhe oder der Bewegung im gerader Linie mit 
konstanter effektiver Bewegungsgré/se, wenn sie nicht durch hydrodynamusche 
Fernkrifte oder fremde Krdfte gexwungen wird, diesen Bewegungsxustand 
xu dndern. 


Das Gesetz unterscheidet sich von dem Trigheitsgesetze da- 
durch, dafs die unveriinderliche Geschwindigkeit durch die unver- 
inderliche effektive Bewegungsgrélse ersetzt ist. Hat die Kugel 
konstantes Volumen, so wird die effektive Masse der Kugel konstant, 
und die Unveriinderlichkeit der effektiven Bewegungsgrifse fiihrt zu 
der unveriinderlichen Geschwindigkeit. Wir kommen dann zu dem 
Drercuuer’schen Falle (158) und dem einfachen Trigheitsgesetze 
zuriick, 

Im allgemeinen wird aber die Geschwindigkeit eine veriinder- 
liche sein, und zwar so, dafs bei grifster effektiver Masse oder 
gré{stem Volumen der Kugel die Geschwindigkeit am kleinsten ist, 
und bei kleinster effektiver Masse oder kleinstem Volumen am 
gréfsten. Diese Geschwindigkeitsinderungen verlaufen aber in der 
Weise, dafs einem bestimmten Volumen eine bestimmte Geschwindig- 
keit entspricht. Wenn deshalb das Volumen zu seinem urspriing- 
lichen Werte zuriickgekehrt ist, wird auch die Geschwindigkeit zu 
dem urspriinglichen Werte zuriickgekehrt sein. Verlaufen die Volum- 
inderungen, wie wir im allgemeinen annehmen, periodisch, so wird 
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die effektive Masse um einen gewissen Mittelwert »» und die Ge- 
schwindigkeit um einen entsprechenden Mittelwert eh loach gee 
schwingen. 

Kine pulsierende Kugel wird deshalb mit konstanter mittlerer 
Geschwindigkeit durch die Flissigkeit fortschreiten. Und wenn die 
Pulsationen hinlanglich schnell und mit hinlanglich kleinen Ampli- 
tuden verlaufen, wird die thatsichlich rhythmische Natur der Be- 
wegung sich jeder Beobachtung entziehen. Wenn ein Beobachter 
mit beschranktem Wahrnehmungsvermigen auf Grundlage seiner 
Erfahrungen die Mechanik des Kugelsystems studiert, wird er also 
zu dem Prinzip von der Trigheit in seiner gewohnlichen Form 
kommen, so wie es GatimEr und Nrewvon fiir die sichtbaren Be- 
wegungen unserer Welt aufgestellt haben. 


165. Das zweite Bewegungsgesetz. — Kehren wir jetzt zu dem 
allgemeinen Fall zuriick, wo die Kugel der Wirkung fremder Krifte 
oder hydrodynamischer Fernkrafte ausgesetzt ist, so gelten die 
Gleichungen 163 (d). Dieselben haben genau die Form der Be- 
wegungsgleichungen eines materiellen Punktes, so wie man sie in 
unmittelbarem Anschlufgs an das zweite Newron’sche Bewegungs- 
gesetz aufschreibt. Die Gleichungen lassen sich also durch den 
folgenden, dem zweiten Newron’schen Bewegungsgesetz analogen 
Satz wiedergeben: 


Die Verdnderung der effektiven Bewegungsgré/se der Kugel rst gleich 
der wirkenden Kraft und geschieht in der Richtung derjenigen geraden 
Linie, lings welcher die Kraft wirkt. 


Diejenige Groéfse, deren Konstanz das Kriterium war, dals keine 
Kraft wirkte, nimlich die effektive Bewegungsgrélse, giebt also, wenn 
sie veriinderlich ist, durch ihre Zeitableitung das Mafs der einwir- 
kenden Kraft. Dieses Gesetz steht deshalb in genau derselben Be- 
ziehung zu dem oben gegebenen Trigheitsgesetz, wie das zweite 
Newrton’sche Gesetz zu dem gewdhnlichen Trigheitsgesetz. Die 
allgemeinere Natur der hydrodynamischen effektiven Tragheit macht 
sich deshalb auch hier geltend; und der Unterschied von den Be- 
wegungsgleichungen eines materiellen Punktes tritt sofort hervor, 
wenn wir durch Ausfihrung der Differentiation nach der Zeit zu 
der gewéhnlichsten Form dieser Gleichungen iibergehen. Denn 
wegen der Konstanz der Masse des materiellen Punktes erhalt man 
dann in der gewdhnlichen rationellen Mechanik auf der linken Seite 
der Gleichungen das Produkt der Masse in die Beschleunigung. Im 
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hydrodynamischen Fall ist dagegen die effektive Masse IN eine ver- 
anderliche Gréfse, welche die kompliciertere Natur der tragen Re- 
aktion der veriinderlichen Kugel in der Fliissigkeit zeigt. 

Denken wir uns aber wieder die Voluminderungen der Kugel 
periodisch mit kurzer Periode und kleinen Amplituden, so wird diese 
verinderliche triage Reaktion der Kugel einen schnell rhythmischen 
Charakter erhalten, wobei sich die veranderliche Natur dieser Re- 
aktion der Beobachtung’ entzieht. 

Um diesen Fall naher zu betrachten schreiben wir: 


(a) Mm = M, + M,, 


wo MM, der konstante Mittelwert der effektiven Masse ist, und 2, 
also eine periodische Funktion mit dem Mittelwert Null. Gleich- 
zeitig teilen wir die Geschwindigkeitskomponente ad der Kugel, wie 
in 41, in die langsam verlaufende Aufsere und die schnell verlaufende 
innere Bewegung: 

(b) @=4a4+4, 


wo d, dadurch definiert ist, dafs es wahrend der kurzen Periode den 
Mittelwert Null hat. Die erste Bewegungsgleichung wird dann 


(c) gi ( Modo + My dh + MY dy + M, a, } = or 


Ist nun &, der Mittelwert von X wihrend der kurzen Periode, und 
nehmen wir den Mittelwert wihrend dieser Zeit unter Benutzung 
des Satzes 21(A), so werden die Gleichung (c) und die entsprechenden 
Gleichungen fiir die Bewegung lings der beiden anderen Achsen: 


dy Sa, 
(d) M, bo = Vy 
NS eye ons 


Diese Gleichungen stellen dann den beobachtbaren Teil der Bewegung 
dar, und sie haben genau dieselbe Form, wie die Bewegungs- 
gleichungen eines materiellen Punktes mit der Masse M,- 

Wir diirfen deshalb schliefsen, dafs ein Beobachter, welcher die 
Bewegungen des Kugelsystems experimentell studiert, durch seine 
empirischen Untersuchungen nicht zu den streng giiltigen Gesetzen 
164 und 165 kommen wiirde, sondern eben zu dem damit fast 
gleichlautenden ersten, beziehentlich zweiten Newton’schen Bewe- 
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gungsgesetz. In unseren weiteren Diskussionen werden wir aber 
fortwabrend die exakten Formen verwenden, um jedesmal erst die 
wirklichen Gesetze kennen zu lernen, und nachher durch besondere 
Specialisierung untersuchen, welche Gesetze unser Beobachter auf 
empirischem Wege finden wiirde. 


Vierter Abschnitt. 


Unabhingige Wirkung der hydrodynamischen Fernkrifte 
niederer Ordnung. 


166. Vereinfachungen bei beschrankter Genauigkeit der Kraft- 
messungen. — Nachdem somit die Frage von der lokalen Druckkraft 
erledigt ist, gehen wir zu den hydrodynamischen Fernkriften iiber, 
und zwar betrachten wir zunachst nur die Krafte niederer Ordnung, 
das heifst, wir sehen von den Kraften temporarer Natur ab. 

Wenn wir diese Krafte vernachlassigen, so kénnen wir uns in 
die Lage eines Beobachters gestellt denken, welcher die Mechanik 
des Kugelsystems expermientell studiert und seine Kraftmessungen 
nur mit begrenzter Genauigkeit anstellen kann. Vorausgesetzt, dafs 
er Krifte, welche wie die fiinfte oder eine noch héhere Potenz des 
Abstandes abnehmen, nicht messen kann, wird es ihm nicht gelingen, 
die temporaren Kriafte oder iiberhaupt Krafte héherer Ordnung zu 
isolieren. Das heifst, er wird keinen Unterschied entdecken kénnen 
zwischen der totalen Energiekraft 158(c) und der permanenten 160 (d). 
Er wird dann auch nicht durch seine Kraftmessungen feststellen 
kénnen, ob die Kraft von dem totalen Aktionsmomente (1, G, 17) 
oder von dem permanenten (/’,, G,, H,,) abhangt, und ebensowenig 
wird er entscheiden kénnen, ob sie von dem wirklichen Einfalls- 
strome ¢, f, 7, da, dg, ... oder nur von dem permanenten Teile des- 
selben abhangt. 

Auf diesem Standpunkte der beschrinkten Genauigkeit der 
Beobachtungen tritt deshalb eine Reihe von wesentlichen Verein- 
fachungen ein. Die temporaren Aktionsmomente hangen von dem 
Hinfallsstrome ab, wie die Formeln 121(c’) zeigen. Der Einfalls- 
strom hangt aber wieder von der Lage und der Bewegung der ent- 
fernten Kugeln ab. Das totale Aktionsmoment (/,, G,, H,) einer 
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Kugel g wird deshalb wegen des darin enthaltenen temporaren 
Partialmomentes im allgemeinen eine Funktion der Koordinaten 
d,) %,, & einer beliebigen der entfernten Kugeln sein. Diese Ab- 
hingigkeit wird aber bei den Kraftmessungen wegen der voraus- 
gesetzten beschrinkten Genauigkeit nicht hervortreten kénnen. Wenn 
der Beobachter zwischen totalem und permanentem Aktionsmomente 
nicht unterscheiden kann, wird er ebensowenig zwischen den 
zwei Definitionen 30(b,) und 68(c’) dieser Gréfsen unterscheiden 
kénnen. Wir sind also berechtigt, in der folgenden Diskussion 
als Definition des Aktionsmomentes einer Kugel g die einfachen 
Formeln 


(a) ple Binge eee ee) eae 


zu benutzen, und dabei dieses Aktionsmoment als eine von den 
Koordinaten aller anderen Kugeln unabhingige Gréfse zu _be- 
handeln. 


Wenn somit der Unterschied zwischen aktuellem und perma- 
nentem Aktionsmoment fortfallt, fallt auch gleichzeitig der Unter- 
schied zwischen aktueller und permanenter Geschwindigkeit der 
Kugel (120) fort. Die aktuelle Geschwindigkeit (4,, é 4 €,) der Kugel g 
kann innerhalb der Approximationsgrenze als eine von den Koordi- 
naten a,, b,, ¢, jeder anderen Kugel & unabhingige Gré{se betrachtet 
werden, 


Schliefshch folgt aus der Unfahigkeit des Beobachters, zwischen 
dem wirklichen EHinfallsstrome und dem permanenten Teile desselben 
zu unterscheiden, eine sehr bedeutende Vereinfachung. Denn derjenige 
Strom, welchen eine Kugel erzeugt, weil sie von dem umgebenden Ein- 
fallsstrome einer fremdinducierten oder temporaren Geschwindigkeit 
mitgeteilt wird, ist genau von derselben Gréfsenordnung als der 
Reaktionsstrom, welchen eine in Ruhe befindliche Kugel in dem- 
selben Strome erzeugen wiirde. Denn die Konfliktgeschwindigkeit, 
auf der die Bildung des Stromes beruht, ist im letzten Falle — a, 
—$, —7, und im ersten zwischen den Grenzen —¢, — apes s. 
und 2¢, 26, 27 eingeschlossen (110). Bei der Berechnung des 
Kinfallsstromes g, in der Umgebung der Kugel g wird des- 
halb die Beriicksichtigung der von den entfernten Kugeln & her- 
riihrenden Reaktionspotentiale bedeutungslos. Der EKinfallsstrom Py 
kann, wie in 78(a), einfach berechnet werden als die Summe der 


n — 1 Aktionsstréme, deren jeder von einer der entfernten Kugeln 
herrithrt : 
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(b) Pi > Pr 
k=g 


wo g, die Form 35(e) hat, die noch zweckmilsiger 


(c) _ &, wo 1 eae > ow Sail oleh 


ba a Arr}, kOa, 4nr,  *0b, 4ur, kde, 4nur, 


geschrieben werden kann, wo 


(c’) Ui V(@e- a,)° = (y a bi) = (% ae Cy)? « 


Aus diesem g, oder aus dem darin enthaltenen gy, sind also 
die in die allgemeinen Kraftformeln eingehenden Koefficienten «, f, 7, 
da, Mg, ... Zu berechnen. Die allgemein giiltige Berechnungs- 
methode ist, dafs man, wie in 77(c), die Differentiation nach a, y 
und x ausfiihrt, und nachher « = a,, y=b, x=c, substituiert. 
Da aber keine Reaktionspotentiale vorkommen, liegt eben der Fall 
78 (b) vor, so dafs wir schon in », die Substitution ausfiihren konnen. 
Diese Substitution giebt 


GN Gg eS ae ee yhase cee ee 
Pry ATE kg kOa, AMT ng 7k OD, 4 Vig K OC ATT xq” 


wo 7,, die Bedeutung 


(d’) Ryan Gynt) a (0c Op) ct (C, =e) 


hat. Aus diesem (Pr)g bildet man die in Frage kommenden @, B,7, Gay +++ 
einfach durch Differentiation nach a,,b,,¢,. Wenn wir im folgenden 
diese Ableitungen explicite aufschreiben, werden wir der Hinfachheit 
halber gp, anstatt (y,), setzen. Die Ausdriicke 


(e) 0 Px und 0 (qx)o 


0 a, 0 ag 


sind also als untereinander identisch aufzufassen. Wenn wir die 
erstere, einfache Schreibweise benutzen, wird sillschweigend voraus- 
gesetzt, dafs die Substitution = a,, ... schon ausgefiihrt ist. 


167. Die Funktion y, und die Operation y,, — Zur Abkiirzung 
von Formeln und Rechnungen im folgenden kénnen wir ein zweck- 
mifsiges Operationssymbol einfiihren. Wie man bemerkt, entsteht 
die durch 166(c) dargestellte Funktion y,, wenn man an der 
Funktion 
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(a) ~ 407, 


die Operation 
Pee A ieee cy 2h 
(b) Hi = is + Fag + k 6 by kde 


ausfiihrt.1 Wir kénnen also die Gleichung 166(c) auch in der 


Form 


1 
(c) Pita aA Agcy 


schreiben. In ganz abnlicher Weise wird die Anwendung der Opera- 


zu der in 166(d) gegebenen Funk- 


a . ° 1 
tion y, auf die Funktion — ae 


tion (¢,), fithren. 
Die Operation y, zerlegt sich von selbst in zwei einfachere 
Operationen 


(d) tote ce ee 


Die Operation y’ reduciert sich auf die Multipikation mit dem 
Faktor E,, 


(d’) re = B.. 
Die Operation 7} wird durch 


i Her wag) a: 
ee Me Ee ak Ct eee eas 
definiert, und reduciert sich also auf eine Differentiation nach einer 
Achse (27) und gleichzeitige Multiplikation mit einer Konstanten. 
In thnlicher Weise kann man die Operationen y qo Xn eee de- 
finieren. Geht man von einer Funktion aus, welche gleichzeitig die 
Koordinaten a,,b,,¢, und a,,b,,¢, enthalt, so kann man nachein- 
ander die Operationen y, und z, ausfithren. So findet man bei- 
spielsweise durch Anwendung der zusammengesetzten Operation Pdi 4 


auf die Funktion 
kg 

‘ Vergl. C. A. Bserxnzs: Uber die Druckkriifte, die durch gleichzeitige, 
mit Kontraktionen und Dilatationen verbundene Bewegungen von mehreren 
kugelformigen, in einer inkompressiblen Fliissigkeit befindlichen Kérpern ent- 
stehen. Géttinger Nachrichten 1876 S. 252. Die hier definierte Operation 9; 
ist etwas zusammengesetzter als unsere Operation y,, da sich die erstere auf 
die Parameter d, b, é, d, die letztere auf die Parameter BP, F’, G, H bezieht. 
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1 EE 
Mik g 4nur Ae ABT Kg 
Nhe sent ‘Pema ee | Le | 
+H PF — — +H — a 
k° 9 Oay 40 Trg a ae Gy Oby 407 xg ee A, OC, ANT 
Pei a BG Sane i eiag cee 
k 0a, Amr ig k a Anny IF Oe, Amrng 
(e) 
: 6? 1 Ay 0? 1 sees On 1 
Agi oe ae nile ee Paes 
b 9 Oa, Oy ATT + #, G, Oay, Ob, ANT rg rag Ody, OCy 407 ig 
i 1 ec? 1 eae a 1 
+G,F a = =o 
OY i Ody 47 xy fa G, Ob; Ob, 47 ry +G, I Ob; OC, 411 kg 
apes 6? 1 wie o2 1 me an tok 1 
+H, Ff ~=~— — aoa wa 
Wome nem inpime 8G degdl) dare) os de, do ear 


Die erste Zeile rechts enthalt hier das Resultat der Operation y; yj, 
die zweite das Resultat der Operation y; vj, die dritte das Resultat 
der Operation yi vj, und die drei letzten das Resultat der Opera- 
tion yi 7;- Aus der vollstiindigen Symmetrie folgt, dafs die Reihen- 
folge der Operationen y, und y, gleichgiiltig ist. 


168. Ungestorte Superposition der hydrodynamischen Fernkrafte 
niederer Ordnung. — Wenn wir die in 166 auseinandergesetzten 
Vereinfachungen benutzen, kénnen wir als Ausdruck der mels- 
baren Krifte die Formeln 157(c) beibehalten. Wenn im besonderen 
g die Kugel ist, welche die Kraft erleidet, so schreiben wir: 


X = $q5(B,@)— al, — 9} aP, + ap G, + a, H i, 
d 
(a) ¥ = $94(H,8)- 288, —9{8.0, + bp, + By Hf 
Z = $q5(B7)—a7 8, —a\7oF, G,+7,H,}, 
md eg em Oy! q\ Val, + Vp Vy H 


wo &, 8,7, Ga, @p, »-- die Koefficienten der Entwickelung von g, 
in der Umgebung des Punktes g sind. 

Da jetzt, nach den eben angestellten Uberlegungen, keine Reak- 
tionspotentiale in Frage kommen, wird der Strom ¢, als das Super- 
positionsresultat von »—1 einfachen Strémen aufgefafst werden 
koénnen, deren jeder yon einer bestimmten unter den entfernten 
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Kugeln herriithrt, als ob nur diese eine Kugel vorhanden wire. 
Wenn also & eine beliebige dieser Kugeln ist, kénnen wir 


“= k yy ba = >Heas oP a > ale a > eh 


kg kg keg keg 

(b) B= > Bs ap = Hee be= >! (Be. 76= >! ae 
keg kZg k= k=g 

= kV» ty = HG he py = > (Byles yp k (Vy) 
kg kzg kg keg 


schreiben. Setzen wir dies in (a) ein, so werden sich diese Aus- 
driicke in linearer Weise in eine Reihe von Gliedern auflésen, 
deren jedes von einer distinkten Kugel & herriihrt: 


Ls 


kg 


(c) Y= Dy 
kg 
Vee >: 


k=9 


Diese Formeln stellen das Prinzip von der ungestérten Super- 
position der einzelnen Krifte dar. Um uns den Inhalt dieses Prin- 
zips in dem hier vorliegenden Falle vollstiindig klar zu machen, 
kénnen wir uns vorstellen, dais unser Beobachter den folgenden 
Versuch macht: Von den m — 1 agierenden Kugeln werden alle bis 
auf eine bestimmte, &, ins Unendliche entfernt, und es wird die 
Kraft (X,, Y,,, Z,) gemessen, welche diese Kugel allein, von der Lage 
a,» 0, ¢, aus auf die Kugel g ausiibt. Dann wird diese Kugel k 
entfernt, und eine andere h in die Lage a,, b,, ¢, gebracht und die 
Kraft (X,, Y,, Z,) gemessen, welche diese Kugel allein von ihrer 
Lage aus auf die Kugel g ausiibt, und so weiter. Nachdem in dieser 
Weise alle die Kinzelkriifte gemessen sind, die jede einzelne der 
n — 1 Kugeln, von ihrer besonderen Lage aus, aber allein vorhanden, 
auf die Kugel g ausitben, werden alle Kugeln gleichzeitig in ihren 
Lagen angebracht und die Kraft (X, Y, Z) gemessen, welche sie 
gleichzeitig wirkend auf g ausiiben. Der Beobachter wird dann 
finden, dafs zwischen den Komponenten der gemessenen Hinzel- 
krafte und der gemessenen Gesamtkraft die Relationen (b) bestehen. 
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Unter ausdriicklichem Hinweis darauf, dafs dieses Experiment 
die physikalische Definition des Prinzips von der ungestérten Super- 
position der Krifte enthalt, kinnen wir also behaupten: 


Die von den einxelnen entfernten Kugeln herriihrenden hydrodyna- 
mischen Kernkrafte lassen sich einander superponieren, ohne einander xu 
storen. 


Wenn dieser Satz auf zwei Krifte verwendet wird, stellt er 
das Prinzip von dem Parallelogramm der Kriifte dar. 

Da dieses Prinzip fiir jedes einzelne Glied rechts in den For- 
meln (a) gilt, so ist es zugleich auch fiir die inducierende Fern- 
kraft fiir sich, und fiir die permanente Energiekraft fiir sich giiltig. 


169. Das Prinzip von dem Parallelogramm der Krafte als for- 
mell-mathematischer und als reell-physikalischer Satz. — Mit Riick- 
sicht besonders auch auf spiter folgende Untersuchungen wird es 
wichtig sein, scharf zwischen dem formellen, mathematischen und 
dem realen, physikalischen Inhalt der Satze von der Zusammen- 
setzung und der Zerlegung der Kriifte zu unterscheiden. 

Die Krifte sind Vektorgréfsen und kénnen wie alle anderen 
Vektorgréfsen nach den Gesetzen der Vektorsummation zusammen- 
gesetzt und zerlegt werden. Einen physikalischen Inhalt erhalt diese 
mathematische Zerlegung erst dann, wenn es gelingt, eine physi- 
kalische Realitit der einzelnen Kraftkomponenten nachzuweisen. 

Wenn man in Anschlufs an das zweite Nrwton’sche Bewegungs- 
gesetz die Kraft als eine der Beschleunigung des bewegten Kér- 
pers proportionale Gréfse definiert hat, folgt unmittelbar, dafs die 
Kraft genau wie die Beschleunigung eine Vektorgréfse ist, und folg- 
lich mathematisch durch Komponenten dargestellt werden kann. In- 
wieweit diese Komponenten physikalische Realitiit als selbstindig 
wirkende Krifte haben, lifst sich dagegen nicht entscheiden, solange 
man, wie im zweiten Bewegungsgesetz, nur einen bewegten Korper 
betrachtet, und nicht den oder die bewegenden Kérper beriick- 
sichtigt, von welchen die Kraft oder die Kriifte herriihren. Erst 
wenn man, nach Hinfihrung des dritten Bewegungsgesetzes, oder 
des Gegenwirkungsprinzips, zugleich die wirkenden Kérper in Be- 
tracht gezogen hat, wird man mit physikalisch definierbaren Kompo- 
nenten und einem Parallelogrammgesetz physikalischen Inhaltes zu 
thun haben. 

Es ist ein solches Parallelogrammegesetz physikalischen Inhaltes, 
welches wir jetzt fiir die hydrodynamischen Fernkrifte abgeleitet 
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haben, wihrend die allgemeine Vektornatur dieser Krafte schon aus 
der ersten Definition derselben hervorgeht (80), und daher keines 
Beweises_ bedarf. 


170. Kraftefunktion der Energiekraft. — Um weitere Higen- 
schaften der hydrodynamischen Fernkrafte zu finden, miissen wir die 
Ausdriicke 168(a) der Krafte auf weiter entwickelte Form bringen. 
Diese Entwickelung wird aber nach dem eben erhaltenen Resultat 
wesentlich erleichtert: wir brauchen immer nur eine einzige ent- 
fernte Kugel % auf einmal in Betracht zu ziehen. Ist die Kraft 
bekannt, welche diese eine Kugel auf die Kugel g ausiibt, so kénnen 
wir durch Superposition die Kraft finden, welche simtliche Kugeln 
austiben. 

Wir betrachten dabei die inducierende und die energetische 
Kraft getrennt. Die z-Komponente der energetischen Kraft, welche 
die entfernte Kugel & auf die Kugel g ausiibt, wird 


@) Xi, = — eH, — 9 | (ea), F, + (cp), G, +(%), Ht. 


Driicken wir ¢,, (@.),,... als die Ableitungen nach a,,b,,e, You 
(P,), 2US, so wird 


eo ae 5 { 2 07g, 5 OQ sj 07 px | 
oie Cy ym Ri rcs arrente ee 


(b) 


9 da, 9 Ob, kde, | J? 


wobei in Bezug auf die Schreibweise die Bemerkung 166(e) zu be- 
achten ist. In der Parenthese wird die Operation 7, aut die Funktion 
y, angewendet. g, entsteht wieder durch Anw endung der Operation 


) 0 k E 
ee it Cte ne + 852 | 


1 
x, auf — rsetet Da sich die zwei Minuszeichen aufheben, finden 
gy 


wir also, dafs X;, die partielle Ableitung nach a, von der Funktion 
1 

Cc = —_ —. 

(c) Fig = (Lge tan, 


ist. V,, Welches explicite die Form 167(e) hat, stellt also eine 
Kraftefunktion dar, von welcher man die Rcmonenten der auf die 
Kugel g wirkenden Energiekraft durch partielle Ableitungen nach 
den Koordinaten a,,b,,¢, finden kann: 


d Gn OW, 7G Oia OW, 
(d) kg 0 ay ’ kg = db, ; Lig = Pr 
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171. Verschiedene Ausdriicke der inducierenden Fernkraft. — 
Die «-Komponente derjenigen inducierenden Kraft, mit der die 
Kugel & die Kugel g angreift, ist 


(a) Xi cae 3q- dt oop @,,)\. 


Driicken wir hier ¢, durch (7,), aus, so wird 
(a’) Xi = 07 (2 a | 


Wir bemerken, dafs wir von dem letzten Ausdrucke zu einem 
anderen gelangen kénnen, in den wieder die eben gefundene Funktion 


Y,, eingeht, doch jetzt nicht als Kriftefunktion. Beachten wir, 


dals d,, b,, ¢, implicite in den Komponenten I, G,, H, des Aktions- 


momentes Pomme so sehen wir, dafs nach 166 (a) 


OE OCn a Ol, . 
(b) ie TEM 2H, 


und dals im iibrigen die Ableitungen von F, nach b, oder é,, von 
G, nach 4d, und ¢, und von H, nach 4, nnd b, Sleich Null sind. 
Benutzen wir dies und difverenitiieren 167( (e) meh d,, so ergiebt sich, 
wie man leicht erkennt: 


: : =< g i = — 8 Op: 
(c) Alera) Sie rere = oe hee 
Unter Benutzung der Funktion ¥,, kénnen also die Komponenten 
ey, pea ai Coy atorm 


d kar, 


d 0'F,, os 
~ dt 0b, 


Sih (ae 


d OW, 
~ Gt Ob, ? 


(a) Xt = Yee Lig = 
geschrieben werden. 

Die Haupteigenschaft der Induktionskraft, wonach sie als eine 
totale Ableitung nach der Zeit auftritt, ist aus diesen Formeln expli- 
cite ersichtlich, und wir werden deshalb (d) als den fundamentalen 
Ausdruck der inducirenden Fernkraft betrachten. Eine andere 
Form, wonach diese Kraft nicht als Zeitableitung, sondern als eine 
potentielle Vektorgréfse dargestellt wird, hat aber auch Interesse. 
In (a’) kénnen namlich die beiden Ableitungen nach ¢ und nach a, 


untereinander vertauscht werden. X;, wird dann als eine Ableitung 


nach a, einer Funktion ¥W;, hervortreten: 
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(e) tg 90 ede 
Gleichzeitig werden die Komponenten Yz, und La die entsprechen- 


den Ableitungen nach }, und ¢,, so dafs 4%, die Kraftefunktion der 
inducierenden Fernkraft wird: 


- yp ri z 
(f) Xig = af, Vig = —*!, Lig = 


172. Unabhangigkeit der Wirkung der Kraft von der Bewegung 
des Angriffspunktes. — Wir bringen den Ausdruck der Kraftefunktion 
Pi, auf eine etwas mehr entwickelte Form durch teilweise Aus- 
fiihrung der Differentiation nach der Zeit. Dabei verfahren wir wie 
schon einmal friiher (79): die Glieder, welche durch Differentiation 


nach dem in den Koordinaten a,, b,, ¢,, a) 5 ¢ ee t ent- 


k? “ke? “kh 


stehen, scheiden wir fiir sich aus, und bezeichnen durch _ eine 


Differentiation nach demjenigen ¢, welches nicht in diesen Koordi- 
naten enthalten ist. Es ergiebt sich dann 


v Og ° 
Pig = >a £, ve 59H, 
O Gx . Og Ogx | 
(a) +3 bo B, {45m + 0,50 + < Yoda 


‘ : ae Se 5 | 


In der zweiten Zeile konben wir die Produkte der Geschwindigkeits- 
komponenten a, b,, ?, m 3H, durch F., Ga, ep ersetzen. Scheiden 
wir zugleich aus dem Toten Gliede ce Peta Zeile das Glied 
q EL, y, aus, so wird dasselbe mit der zweiten Zeile zusammengenom- 


C 


1 
men 47, oder — ED re ausmachen. Also 
tg 


ee Og, A 
ay ae $qE is +37 9, 


1 f : 
Sa Narey —— +3qE \4 OG % +0 09% Sead st. 
‘k : k Q 


g ATT pg 
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Wir kénnen jetzt zu dieser Kriftefunktion die in 170 (c) gegebene 
Kraftefunktion der Energiekraft addieren. Es ergiebt sich dann 


() Oy = 40, SP + body, + ta, {4,5h +b 5e + 4 Se] 
als Kriftefunktion der totalen Fernkraft, mit der die Kugel & auf 
die Kugel g wirkt. 

Nun ist zu beachten, dafs m,, oder vollstindiger (P,)y2 das in 
166 (d) gegeben ist, die kinematischen Parameter H,, F,, G,, H, der 
Kugel & enthalt, welche die Kraft ausiibt, nicht aber diejenigen der 
Kugel g, die die Kraft erleidet. Die Ableitungen von y, nach a,, b, & 
werden auch nur dieselben kinematischen Parameter der Kugel /, 


2 6 5 : : 
und das Glied oe nur die Zeitableitungen dieser Parameter ent- 


halten. Da naimlich diese Ableitung nicht das in By, yy Cy Oxy Ons Cy, 
enthaltene ¢ berithren soll, werden keine Zeitableitungen dieser Ko- 
ordinaten auftreten. Der einzige im gefundenen Potentialausdrucke 
auftretende kinematische Parameter der Kugel g ist also die Volum- 
anderungsgeschwindigkeit Ei; diese hat aber mit der Bewegung des 
Angrifispunktes der Kraft, welcher der Mittelpunkt der Kugel ist, 
nichts zu thun, und wir kénnen den Schlufs ziehen: 


Die hydrodynamische Fernkraft wirkt unabhdngig von der Ge- 
schwindigkeit des Angriffspunktes. 


Dieselbe Kigenschaft schreibt man bekanntlich schon seit GALILET 
den Kriaften der Natur zu. In den Newron’schen Bewegungsgesetzen 
ist sie nicht explicite erwihnt. Man betrachtet sie aber im allge- 
meinen als in dem zweiten Bewegungsgesetze implicite enthalten, 
weil eine Abhingigkeit der Kraft von der Geschwindigkeit des An- 
eriffspunktes dort nicht erwahnt ist. 

Man mufs sich aber nicht durch diese gewéhnliche Interpre- 
tation des zweiten Bewegungsgesetzes verleiten lassen, das jetzt ge- 
fundene Resultat als schon in dem dem zweiten Bewegungsgesetze 
entsprechenden Satz 165 enthalten zu betrachten. Denn dieser Satz 
entspricht nach seiner Ableitung nur dem positiven Inhalte des 
zweiten Bewegungsgesetzes, niimlich der Mefsbarkeit der Kraft durch 
die Anderung der Bewegungsgrélse. Alle negativen Higenschaften 
der Kraft miissen besonders abgeleitet werden. 

Es ist im Anschlufs hieran auch wichtig, zu beachten, dafs wir 
den Satz nur fiir die totale hydrodynamische Fernkraft, und nicht 


getrennt fiir die energetische und die inducierende Partialkraft abge- 
17 
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leitet haben. Fir diese Partialkrafte ist er nicht mehr giltig. . Denn 
wie die Ausdriicke 170(d) und 171(d) dieser Krafte in Verbindung 
mit dem Ausdrucke 170(c) der Funktion ¥,, zeigen, enthalten die 
Partialkrafte jede fiir sich die Aktionsmomente Hy G,, H, und folg- 
lich auch die Geschwindigkeitskomponenten derjenigen Kugel, auf 
welche die Kraft wirkt. 


Fiinfter Abschnitt. 


Das Gegenwirkungsprinzip fiir die hydrodynamischen Fern- 
kriifte niederer Ordnung. 


173. Momentane Wirkung der Krafte. — Ehe wir zu der all- 
gemeinen Untersuchung der hydrodynamischen Fernkrafte in Bezug 
auf Wirkung und Gegenwirkung iibergehen, machen wir darauf auf- 
merksam, dafs diese Krafte infolge der Unzusammendriickbarkeit 
der Fliissigkeit momentan in allen Abstiinden wirken. Diese Kigen- 
schaft wird in der rationellen Mechanik den Fernkriften stillschweigend 
beigelegt. Denn wollte man eine Fortpflanzungszeit voraussetzen, 
so wiirde das Gegenwirkungsprinzip nicht mehr ohne weiteres einen 
Sinn haben. 

Eine erste Vorbedingung fiir die Méglichkeit der Erfiillung des 
Gegenwirkungsprinzips liegt somit vor. Denken wir uns aber die 
Inkompressibilitat nur als eine angenidherte, so wirken die Krifte 
nicht mehr momentan, sondern haben eine Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit. Schon aus diesem Grunde kann also das Gegenwirkungsprinzip 
in seiner Anwendung auf hydrodynamische Fernkriifte illusorisch 
werden, aber genau in derselben Weise, wie bei seiner Anwendung 
auf diejenigen Krafte der Natur, fiir welche eine Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit nachgewiesen ist. 


174. Wirkung und Gegenwirkung fiir die energetische Fern- 
kraft. — Das Potential 172(c) fir die gesamte Fernwirkung, 
welche die Kugel & auf die Kugel g ausiibt, war also von der Ge- 
schwindigkeit der Kugel y, welche die Wirkung erleidet, unabhingig, 
dagegen von der Geschwindigkeit der Kugel k, welche die Wirkung 
ausiibt, abhiingig. Umgekehrt ist die Gegenwirkung von g auf & von 
der Geschwindigkeit von k unabhingig, aber von derjenigen yon g 
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abhaingig. Hieraus ersicht man sofort, dafs Wirkung und Gegen- 
wirkung alle méglichen Beziehungen zu einander haben kiénnen, und 
im allgemeinen nicht gleich und entgegengesetzt sind. 

Jetzt wollen wir aber untersuchen, wie es sich in dieser Beziehung 
mit der inducierenden und der energetischen Partialkraft verhilt. 
Die Kriftefunktion W,, fir die energetische Wirkung der Kugel & 
gegen die Kugel g ist in 170(c) gegeben. Nach Symmetrie kann 
man die Kraftefunktion fiir die Riickwirkung der Kugel g auf die 
Kugel & bilden, und man findet ohne Schwierigkeit, wegen der 
symmetrischen Natur der zusammengesetzten Operation XX» als 
man in beiden Fallen dieselbe Funktion P,, oder Y, benutzen kann: 
(a) Y 


1 
kg Ih Gk arrays? 


nur dafs man nach a 4? O47 % ditterentiiert, um die Wirkung gegen 
die Kugel g, und nach a,, b,, ¢,, um die Wirkung gegen die Kugel & 
zu finden. Nun ist aber vy eine Funktion der Differenzen a, — Gy, 
b, — Os &—%&, so dals wir 

Og 0, Ov, _ OF eg OF paemen Oe 


(b) fe re alien © a tele Oc nec com 
haben. Auf der linken Seite stehen hier die Komponenten der 
Wirkung der Kugel & gegen die Kugel g, und auf der rechten die 
Komponenten der Gegenwirkung der Kugel g gegen die Kugel k. 
Da die letzteren mit dem negativen Vorzeichen auftreten, kénnen 
wir also im Anschlusse an Newron’s eigene Formulierung des dritten 
Bewegungsgesetzes das folgende, fiir unser Kugelsystem geltende Ge- 
setz aufstellen: 


Die energetische Wirkung ist stets der energetischen Gegenwirkung 
gleich, oder die energetischen Wirkungen xweier Kugeln aufeinander sind 
stets gleich und von entgegengesetxter Rachtwng. 


175. Bemerkung zu dem dritten Bewegungsgesetze. — Man 
pflegt oft etwas mehr in das dritte Bewegungsgesetz hineinzulegen, 
als nach der oben gegebenen, sich an die Newron’sche anschliefsenden 
Formulierung ausdriicklich darin enthalten ist. Man figt namlich 
hinzu, oder setzt als darin implicite enthalten voraus das Prinzip, 
dafs die elementare Fernwirkung zwischen zwei Massenpunkten 
immer lings der Verbindungslinie der beiden Punkte gerichtet ist. 


Dafs Newton es so gemeint habe, folgt weder aus seiner eigenen 
177 
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Fassung des Gesetzes, noch aus den Uberlegungen, die er nach der 
Aufstellung desselben anstellt, sondern kann eventuell nur dadurch 
begriindet werden, dafs er dasselbe spiter nur auf Fernkrafte cen- 
traler Natur anwendet. Wie es sich aber auch damit verhalten 
mag, spiter ist man auf Schwierigkeiten gestofsen bei den Versuchen, 
alle Fernkrifte der Natur auf Elementarkrifte centraler Natur 
guriickzufiihren, so dafs die urspriingliche Newron’sche Formulierung 
wieder den Vorzug erhalten hat. 

Nur bei dieser allgemeinsten Fassung des Prinzips bleibt das- 
selbe fiir die hydrodynamische Energiekraft giiltig. Allerdings be- 
gegnet man unter den hydrodynamischen Fernkraften auch Kraften 
centraler Natur. Betrachtet man zwei volumandernde Kugeln, so 
ist alles um die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Kugeln sym- 
metrisch, und die Krafte miissen auch lings dieser Verbindungslinie 
wirken. Dasselbe wird der Fall sein, wenn sich die Kugeln langs 
ihrer Verbindungslinie bewegen. 

Erinnert man sich aber daran, dafs die Energiekraft gegen die 
volumindernde Kugel langs der Stromlinien des urspriinglichen Feldes 
gerichtet ist, so findet man, dafs die Energiekraft, welche eine fort- 
schreitende Kugel auf eine volumindernde ausiibt, lings Kurven 
wie diejenigen der Figur 7 gerichtet ist. Die Kraft wird dann eine 
von der Verbindungslinie der Kugeln ganz unabhingige Richtung haben. 

Allerdings kann man sich diesen Fall wieder auf den centraler 
Krafte zuriickgefiihrt vorstellen, da man die fortschreitende Kugel 
durch zwei volumaindernde Kugeln ersetzt denken kann. Die Vor- 
stellung von Elementarkriften centraler Natur darf man jedoch nur 
bildich benutzen, denn die wirklich auftretenden Kriifte sind nicht 
Centralkrafte. Wir werden deshalb das Reaktionsprinzip nur in 
seiner allgemeinsten Fassung anwenden. 


176. Kraftefunktion fiir die energetischen Wechselwirkungen 
im Kugelsysteme. — Nachdem wir das Gegenwirkungsprinzip fir 
die energetischen Fernkrifte erkannt haben, kénnen wir eine Krifte- 
funktion fiir siimtliche energetischen Wechselwirkungen im Kugel- 
system aufstellen. 

Die Kraftefunktion fiir die Wirkung, welche die »—1 ent- 
fernten Kugeln & auf die Kugel g ausiiben, ergiebt sich zunichst un- 
mittelbar nach dem Superpositionsprinzip: 


(a) w= >bD,. 


g 
k=9 


WIRKUNG UND GEGENWIRKUNG. 261 


Die Ableitungen dieses ¥, nach a, b,,¢, geben die Komponenten 
der Resultantkraft, mit der die x —1 Kugeln & die Kugel g an- 
greifen. 

Schliefsich kénnen wir auch g zum beweglichen Index werden 
lassen und nach g summieren. Da aber bei dieser Summation jede 
Kugel einmal als eine Kugel g, und einmal als eine Kugel & auf- 
tritt, und somit zweimal gerechnet wird, multiplicieren wir gleich- 
zeitig mit 1. Also: 


(b) w= 4 >) Db B,. 
g2k 


Greifen wir aus dieser Doppelsumme wieder nur diejenigen Glieder 
aus, welche ein bestimmtes g enthalten, so kommen wir zu der ein- 
fachen Summe (a) zuriick. Die Ableitungen von W nach bestimmten 
M4, dy, 6, sind deshalb identisch mit den Ableitungen von oe nach 
diesen Oy, Das Cys 

Alle energetischen Kraftwirkungen in unserem Kugelsysteme 
lassen sich also durch die Funktion & ausdriicken: die Ableitungen 
nach a,, b,, ¢, geben die Kraftkomponenten gegen eine ganz be- 
liebige Kugel g: 
Ow 


2 
Oa, 


Peas ie eas 


(c) = db,’ g ej) 


Fiihren wir den Wert 170(c) von ¥W,, ein, so wird der Aus- 
druck der Kraftefunktion: 


1 
(@ TESS Oe rere 
gZk 


wobei man sich an die in 167 gegebene Definition der Operationen 
iG, und y, sowie Ag ty, 20 erinnern hat. 

Man bemerkt, dafs diese Kriftefunktion ein homogenes Polynom 
zweiten Grades in den 4 » Parametern H,, Ff, G,, H, des Kugel- 
systems ist. Geht man zu den damit proportionalen Geschwindig- 
keitskomponenten d,, 6,, ¢,, d, tiber, so wird sie zu einer quadra- 
tischen Form in diesen Variablen, nur mit etwas anderen Koeffi- 
cienten. Die Kraftefunktion der energetischen Wechselwirkungen im 
Kugelsysteme ist also immer eine quadratische Form in den 
kinematischen Parametern des Kugelsystems. Die Koetti- 
cienten dieser quadratischen Form sind Funktionen der geometrischen 
Parameter des Kugelsystems, und zwar treten dabei die Radien d, 
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in ihren absoluten Werten, die Koordinaten der Kugelmittelpunkte 
nur in den Differenzen a,—a,, 6,—4,, %—% als Variablen auf. 
Man vergleiche bei dieser Gelegenheit a entsprechenden Higen- 
schaften 39 und 40 des Geschwindigkeitspotentials. 


177. Nichtgiiltigkeit des Gegenwirkungsprinzips fur die Induk- 
tionskraft. — Da das Reaktionsprinzip, wie wir gesehen haben, nicht 
fiir die fernwirkende Gesamtkraft giiltig ist, sondern nur fiir die 
energetische Partialkraft, kénnen wir, wenn wir zu der Betrachtung 
der Induktionskraft iibergehen, unmittelbar folgenden Schluls ziehen: 


Fiir die hydrodynamische Induktionskraft ist das Prinxap von der 
gleichen. Wirkung und Gegenwirkung nicht giiltig. 

Diese negative Higenschaft der inducierenden Fernkraft geht 
auch unmittelbar aus der Form 171(d) dieser Kraft hervor. Die 
a-Komponenten der von k gegen g und der von g gegen & wirkenden 
Krafte werden nimlich 
ad OF, t d OF, 


(a) Bag ape? eee ree 


Die Gréfsen a, boy é, é, treten nicht, wie die Gréfsen a,, b,, c,, in Ver- 
bindungen yon ae Form d, — d,, b,— b, é,—é, im der Funktion eae 
auf, sondern in solchen Verbindungen, dafs die Ableitungen nach 
d, und d, im allgemeinen zu ganz verschiedenen Resultaten fithren, 
wie die explicite Ausrechnung sofort zeigt. 

Wir machen gleichzeitig die Bemerkung, dafs die Summen der 
inducierenden Krifte, welche die » — 1 Kugeln k gegen die Kugel g 


austiben, nach dem Superpositionsprinzip die Komponenten 


ri a OF 28 Uh @lGe i a OV 
b ON ce eat ee ay es, ae eS 
(b) Xy dt da,’ Yy dé 93,’ Cees wen 
haben, wo , der Ausdruck 176 (a) ist. Dies kann wieder 

rt a of “ii a ow i ad o- 
C OK = —) ee Se eae 
(°) g dt da,’ ee dt aj,’ ge ~ dt. oe, 


geschrieben werden, wo # die Kriiftefunktion 176(b) der energe- 
tischen Wechselwirkungen im Kugelsystem ist. Denn greifen wir 
aus diesem YW diejenigen Glieder heraus, welche ein bestimmtes 
dy b, é, enthalten, so kommen wir auf ‘P zuriick, so dafs W und W 
dieselben Ableitungen nach a yo 0 é, haber. also dieselben Kraft- 


’ 
komponenten X;, ye, Z; liefern. : 


WIRKUNG UND GEGENWIRKUNG. 263 


Die inducierenden Krafte im Kugelsystem kénnen also auch 
aus der Funktion W abgeleitet werden: wihrend man die energetische 
Kraft gegen eine Kugel g durch Ableitung nach den Koordinaten 
a,,b,,c, der Kugel g findet, bestimmt man die inducierende durch 
partielle Ableitung nach den Geschwindigkeitskomponenten 4, b mates 
und nachtragliche Ableitung nach der Zeit und Multiplikation mit as 1 

Fir die in letzterer Weise gefundene Kraft ist das Gegen- 
wirkungsprinzip nicht giiltig. Unser Beobachter, welcher die Mechanik 
des Kugelsystems experimentell studiert, wird also zu dem Resultat 
kommen, dafs dieselbe nicht mit der Newron’schen Mechanik identisch 
ist, vorausgesetzt, dafs er die Wirkungen der Induktionskraft wahr- 
nehmen kann. Die Wahrnehmbarkeit der Wirkungen der Induk- 
tionskraft werden wir deshalb jetzt untersuchen. 


178. Die auf verborgenen Bewegungen beruhende Induktions- 
kraft. — Da die Induktionskraft die Form einer totalen Ableitung 
nach der Zeit hat, sind wir im stande gewesen,. die von der In- 
duktionskraft erzeugte Geschwindigkeit zu bestimmen. Dieselbe war 
durch den augenblicklich vorhandenen Bewegungszustand, in Ver- 
bindung mit den Dichtigkeiten von Kugel und Flissigkeit, eindeutig 
bestimmt und von allen vorhergehenden Zustinden des Systems un- 
abhiingig [92 (C)]. Betrachten wir besonders die fremdinducierte, oder 
die durch die inducierende Fernkraft erzeugte Geschwindigkeit, so 
finden wir sie zu jeder Zeit gleich der Geschwindigkeit (¢, 6, 7), 
welche der Einfallsstrom im Mittelpunkte der Kugel hat, multipli- 
ciert mit dem Koefficienten der fremdinducierten Geschwindig- 
keit. Man beachte dabei, dafs wir uns die Bewegungen der Kugel 
und des Einfallsstromes als einander ungestért superponiert vor- 
stellen (107). Das Resultat ist in 108 allerdings nur fiir den 
Fall diskutiert, dafs der Einfallsstrom ein Parallelstrom ist. Die 
Gleichungen 106 (b) aber, welche den Satz enthalten, sind allgemein- 
giltig; man hat nur wegen den Ortsyerinderungen der Kugel mit 
immer neuen Geschwindigkeiten (¢, 8, 7) zu thun. 

Durch periodische Wiederholung einer Bewegung wird es des- 
halb nicht gelingen, der Kugel steigende inducierte Geschwindig- 
keiten mitzuteilen. In demselben Augenblicke, wo die Bewegung 
der entfernten Kugeln und damit die Bewegung des Kinfallsstromes 
aufhért, hort auch die inducierte Bewegung der Kugel auf. Die 
Induktionskraft wird also nie eine Bewegung hinterlassen kénnen: 
ehe sie zu wirken aufhért, zerstdért sie die Bewegung, welche sie 
wihrend der Periode ihrer Thitigkeit erzeugt hat. Es hilft nichts, 
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die Bewegungen intensiver zu machen; allerdings wird die Kraft 
dadurch intensiver, aber um so schneller wird auch die Periode 
der negativen Thitigkeit der Kraft auf die Periode der positiven 
Thatigkeit folgen. 

Der Nachweis einer Kraft, welche in dieser eigentiimlichen 
Weise ihre eigenen Wirkungen zerstért, wird natiirlich bedeutende 
Schwierigkeiten haben. Er wird nur méglich sein, wenn die wahrend 
der Thiitigkeitsperiode der Kraft auftretenden Verschiebungen mefs- 
bare Werte erreichen. 

Wir denken uns dabei erst, dafs der scheinbar statische Be- 
wegungszustand (41) vorliegt. Die Gréfsenordnung der Verschie- 
bungen lifst sich dann schitzen. Denn in der ersten Annaiherung 
kénnen wir den Hinfallsstrom, worin sich die Kugel g befindet, als 
einen Parallelstrom betrachten und den Satz 109 verwenden. Die 
Kugel wird also unter dem Einflusse der Induktionskraft eine ahn- 
liche Bahn wie ein Partikelchen dieses Einfallsstromes durchlaufen. 
Diese Bahn haben wir aber bestimmt (49); sie war eine Lissasous’sche 
Kurve allgemeinster Natur. Da weiter die Bewegung in der Fliissig- 
keit mit dem Abstand von den Oberfliichen der bewegenden Kugeln 
abnimmt, und nie in der Fliissigkeit, sondern nur an den Grenz- 
flachen Maxima haben kann, so wird die Bewegung des betreffenden 
Flissigkeitspartikelchens notwendig mit kleineren Amplituden ver- 
laufen, als die Bewegungen der Fliissigkeitspartikelchen an den Ober- 
flichen der Kugeln. Verlaufen also die Bewegungen der wirkenden 
Kugeln mit nicht beobachtbaren Amplituden, so werden auch alle 
Teilchen der ganzen Fliissigkeit sich mit nicht beobachtbaren Ampli- 
tuden bewegen. Da schliefslich die Dimensionen der Bahn der 
Kugel g héchstens das dreifache von den Dimensionen der Bahn 
der zum Vergleich dienenden Fliissigkeitspartikelchen sein kann 
(109), wird die inducierte Bewegung der Kugel g nicht mit beobacht- 
baren Amplituden verlaufen. Also: 


Die auf verborgenen Bewegungen beruhende Induktionskraft kann 
wieder nur verborgene Bewegung erxeugen. 


179. Die auf sichtbaren Bewegungen beruhende Induktions- 
kraft. — Da die auf verborgenen Bewegungen beruhende Induktions- 
kraft keme mefsbaren Verschiebungen erzeugen kann, wird die 
nichste Frage sein, ob nicht vielleicht bei sichtbaren Bewegungen 
des Kugelsystems me(sbare Verschiebungen eintreten kénnen, bei- 
spielsweise wenn grofse, za Kérpern gruppierte Scharen der Kugeln 
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Bewegungen ausfiihren, die mit grofsen Ortsverinderungen ver- 
bunden sind. 

Die Grofsenordnung der eintretenden Verschiebungen kénnen 
wir wieder nach der gré{sten Verschiebung eines Plissigkeitspar- 
tikelchens schitzen. Zur Bestimmung dieser letzten Verschiebung 
bemerken wir, dafs die Bewegung des Fliissigkeitspartikelchens durch 
die Bewegung der Kugeln eindeutig bestimmt ist. Die totale Ver- 
schiebung, welche ein Fliissigkeitspartikelchen erleidet, wenn sich 
die Kugelgruppe von einer Stelle zu einer anderen bewegt, ist des- 
halb nur von der Anfangs- und der Endlage der Kugeln abhingig, 
und ganz unabhingig davon, wie die Kugelgruppe von der einen 
Lage zu der anderen gekommen ist. Wir kénnen uns dann einfach 
denken, dafs die Kugeln auf der ersten Stelle zu Null kontrahiert 
werden, dann in die neuen Lagen gebracht und hier zu ihren alten 
Gréfsen erweitert werden. Die Bewegung der Kugelgruppe oder des 
Kérpers & aus dem unendlich Fernen in die méglichst grofse Nahe 
der Kugel g wird deshalb dieselbe Verschiebung erzeugen, als ob 
der Koérper & in der letzten Lage ploétzlich in der Weise entstiinde, 
dafs die Radien aller Molekiile von Null zu den Werten d, anwachsen. 
Bei dieser Entstehung des Ko6rpers wird aber durch seine Grenz- 
flachen ein Flissigkeitsquantum, gleich der Summe der Volumina 
der Kugeln, herausfliefsen. Nehmen wir nun beispielsweise an, dafs 
das Verhiltnis der Kugelradien zu den Centraldistanzen das Ver- 
haltnis 1: 100 nicht iibersteigt, so wird die Summe der Volu- 
mina der Kugeln zum Volumen des Kérpers ein Verhiltnis von der 
Gréfsenordnung 1: 1000000 haben. In einem Kérper von der 
Gréfse eines Kubikmeters wird die Summe der Volumina der Kugeln 
einen Kubikcentimeter ausmachen. Der Ausflufs von einem Kubik- 
centimeter Fliissigkeit durch die Oberfliche des Kérpers wird dann 
Verschiebungen der Fliissigkeitspartikelchen veranlassen, die nur ein 
paar Zehntausendstel eines Millimeters ausmachen. Erst wenn man 
diesem Kérper die vierfachen linearen Dimensionen, also 64 Kubik- 
meter Inhalt giebt, wird die Verschiebung die Linge der roten Licht- 
wellen erreichen. Selbst wenn man nicht kleinere Verhiltniszahlen 
wie 1: 100 zwischen Kugelradien und Centraldistanzen zu Grunde 
legt, mufs man also Kérper von ganz unhandlichen Dimensionen 
bewegen, um die Wirkungen der Induktionskraft nachweisen zu kénnen. 
Wir kénnen also schliefsen: 

Wenn die Radien der Kugeln hinlinglich klein sind im Verhiilinis 
au den Centraldistanxen, werden auch die auf den sichtbaren Bewegungen der 
Korper beruhenden Wirkungen der Induktionskraft nicht beobachtbar sein. 
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180. Das Gegenwirkungsprinzip und die sichtbaren Bewegungen 
des Kugelsystems. — Nach diesen Uberlegungen sind wir also be- 
rechtigt, zu schliefsen, dafs alle progressiven und folglich sichtbaren 
Bewegungen im Kugelsystem nur von der Wirkung der Energiekraft 
herrithren kénnen. Das thatsiichliche Vermégen dieser Kraft, solche 
Bewegungen zu erzeugen, haben wir schon bei der rein hydrodyna- 
mischen Diskussion dieser Kraft nachgewiesen (126). Obgleich die 
Induktionskraft aufserordentlich viel stirker sein kann als die Energie- 
kraft (123, 124), so dafs die thatsiichlichen Abweichungen von dem 
Gegenwirkungsprinzip beliebig grofse Werte erreichen kénnen, sind 
wir doch berechtigt, den folgenden Schlufs zu ziehen: 


Die sichtbaren Bewegungen im Kugelsystem verlaufen so, als ob das 
Prinxip von der gleichen Wirkung und Gegenwirkung immer erfillt ware. 


181. Unabhangigkeit der Kraft von den progressiven Geschwin- 
digkeiten beider wirkenden Kugeln. — Das somit nachgewiesene 
Gegenwirkungsprinzip fiir die sichtbaren Bewegungen im Kugel- 
system hat eine wichtige Konsequenz, wenn wir zu dem friher 
gefundenen Prinzip der Unabhingigkeit der Kraft von der Bewegung 
des Angriffspunktes zuriickkehren. 

Unser Schlufs war damals, dafs die Kraft zwar von der Ge- 
schwindigkeit desjenigen Kérpers unabhiingig war, auf welchen die 
Kraft wirkte, nicht aber von der Geschwindigkeit desjenigen Kérpers, 
welcher die Kraft ausiibte. Und zwar hatte dieses Resultat nur 
Giiltigkeit fiir die Gesamtkraft, nicht fiir die Induktionskraft und 
die Energiekraft als getrennte Partialkriifte. 

Jetzt haben wir gefunden, dals sich die Wirkung der Induktions- 
kraft der Beobachtung entzieht, und dafs fiir die sichtbaren Be- 
wegungen das Prinzip von der gleichen Wirkung und Gegenwirkung 
giltig ist. Da das Gegenwirkungsprinzip nicht mit der Abhingig- 
keit der Wirkung von der Geschwindigkeit des einen, und der 
Gegenwirkung von der Geschwindigkeit des anderen Kérpers ver- 
traglhch ist, kénnen wir unmittelbar den folgenden Schluls ziehen: 


Die sichtbaren Bewegungen im Kugelsystem verlaufen so, da/s die 
Wechselwirkung xweier Kugeln von den sichtbaren Bewegungen beider 
Kugeln unabhdngig erscheint, 


Da weiter die sichtbaren Bewegungen nur yon den Knergie- 
kraften herrithren, werden wir das Resultat erhalten, dafs die Energie- 
krifte so wirken, als ob sie von der Geschwindigkeit beider Kérper 
unabhingig wiren. Dies gilt nicht mehr, wenn wir die zu jeder 
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Zeit wirklich vorhandenen Geschwindigkeiten betrachten. Denn von 
den Oscillationsintensitaten der Kugeln ist die Energiekraft abhingig, 
wie unsere rein hydrodynamischen Diskussionen gezeigt haben. Wenn 
aber die Oscillationen von einer progressiven Bewegung begleitet 
werden, so wird die mittlere Energiekraft, welche die Kugel ausiibt 
oder erleidet, dadurch nicht beeinflufst. Zu demselben Resultat 
sind wir schon friiher in anderer Weise gekommen (187). 


Sechster Abschnitt. 


Weitere allgemeine Eigenschaften der hydrodynamischen 
Fernkriifte niederer Ordnung. 


182. Das Prinzip von der Erhaltung der Energie in der ratio- 
nellen Mechanik. — Nerwron hat in seinen drei Bewegungsgesetzen 
diejenigen Higenschaften angegeben, welche er als allen bewegenden 
Kraften der Natur gemeinschaftlich auffafste. Die anderen ihm be- 
kannten Krafteigenschaften, wie etwa die Proportionalitit der Schwer- 
kraft mit dem Produkt der Massen, oder das umgekehrt quadratische 
Abstandsgesetz waren spezielle Kigenschaften spezieller Naturkrifte. 

Nach Newron’s Zeit ist ein neues Prinzip hinzugefiigt worden, 
welches als notwendige EKigenschaft aller Naturkrifte aufgefalst wird, 
nimlich das Prinzip von der Erhaltung der Energie, oder von der 
konservativen Natur der Krifte. 

Stellt man sich auf den Standpunkt der spezielleren Auffassung 
des dritten Bewegungsgesetzes, wonach alle Fernkrafte auf centrale 
Elementarkrifte zuriickfiihrbar sind, so ist das Prinzip von der 
konservativen Natur der Krifte in den Nrewron’schen Bewegungs- 
gesetzen enthalten. Denn die konservative Natur solcher Fernkrafte 
lafst sich ganz allgemein ableiten. 

Bei der allgemeinsten Auffassung des dritten Bewegungsgesetzes 
und der entsprechenden allgemeinen Natur der Fernkrafte muls 
dagegen das Prinzip von der konservativen Natur der Krifte als 
ein wesentlich neues Prinzip aufgefafst werden. 

Jetzt werden wir untersuchen, wie es sich in dieser Beziehung 
mit unserem Kugelsystem verhilt. 
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183. Die konservative Natur der hydrodynamischen Fernkrafte. 
__ Der Beweis fiir die konservative Natur der hydrodynamischen 
Fernkriafte lifst sich auf der friiher angedeuteten formellen Reducier- 
barkeit dieser Krifte auf Centralkrafte (175) begriinden. Ebenso 
kénnen wir den Beweis aus dem schon gefundenen Resultat ableiten, 
dafs sie durch Kraftefunktionen darstellbar sind. Es empfiehlt sich 
aber, wegen der Wichtigkeit dieser Frage, zu den ersten Grundlagen 
der entwickelten Theorie zuriickzugehen. 

Die erste Grundlage fiir die Lisung des rein kinematischen 
Teiles unserer Aufgabe bildete der Satz, dafs der Bewegungszustand 
der Fliissigkeit zu jeder Zeit eindeutig gegeben ist durch die Lagen 
und die Bewegungen der eingetauchten Korper (16). 

Um auf Grund dieses Satzes unseren Beweis fiihren zu kénnen, 
setzen wir voraus, dafs jede Kugel zur Zeit ¢ nach der Vollfiihrung 
einer beliebigen Bewegung durch dieselbe Lage passiert, welche sie 
za einer fritheren Zeit ¢, passiert hat, und zwar mit identisch der- 
selben Geschwindigkeit als zu dieser friiheren Zeit. Wir kénnen 
dann sagen, dafs das Kugelsystem einen Kreisprozels durchlaufen hat. 

Das vollstiindige System der Kugeln und der Fliissigkeit wird 
dann zur Zeit ¢, und zur Zeit ¢ genau dieselbe kinetische Energie 
haben, und diese Energie wird, weil die Bewegung der Fliissigkeit 
durch die Bewegung der Kugeln eindeutig bestimmt ist, in genau 
derselben Weise unter Kugeln und Fliissigkeit verteilt sein. Durch 
einen solchen Kreisprozefs werden also weder Kugeln noch Fliissig- 
keit Energie gewonnen oder verloren haben, und die iufseren Kriifte, 
durch welche die Kugeln gefiihrt worden sind, werden nach der 
Vollfiihrung des Kreisprozesses weder positive noch negative Arbeit 
geleistet haben. 

Wahrend dieses Kreisprozesses sind aber auch die hydrodyna- 
mischen Druckkrifte in Thitigkeit gewesen. Die Arbeit dieser Kriifte 
ist zu jeder Zeit der Arbeit der iulseren Krifte entgegengesetzt 
gleich gewesen. Diese Krifte haben also auch nach dem Verlaufe 
des vollstandigen Kreisprozesses weder positive noch negative Arbeit 
geleistet. Wir kénnen deshalb ganz allgemein schliefsen: 


Die hydrodynamischen Druckkrifte sind Krdéfte konservativer Natur. 


Aus der konservativen Natur der hydrodynamischen Druckkriifte 
folgert man, dafs die Energie des Kugelsystems erhalten bleibt, sofern 
nur die eingreifenden Krafte nicht hydrodynamischen Ursprunges, 
auch konservative Kriifte sind. Das Worhandensein von solchen 
Kriften nehmen wir ja im allgemeinen an, um die Pulsationen und 
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Oscillationen der Kugeln zu erkliiren. Diese Krifte werden konser- 
vativer Natur sein, wenn sie, wie wir im allgemeinen vorausgesetzt 
haben, auf der Elasticitaét der einzelnen Kugeln, oder auf elastischen 
Verbindungen unter den getrennten Kugeln beruhen: sind diese 
elastischen Krifte die einzigen eingreifenden Kriafte nicht hydro- 
dynamischen Ursprunges, so bleibt die Energie des Systems konstant. 

Diese Ableitung ist von allen unseren expliciten Rechnungen 
und den darin gemachten Vernachlissigungen kleiner Glieder frei. 
Kin Beobachter, welcher die Mechanik des Kugelsystems experi- 
mentell studiert, wird also dieses Prinzip immer erfillt finden, sei 
es, dafs er seine Kraft- und Arbeitsmessungen mit niederer oder 
héherer Genauigkeit anstellt. 

Bei den explicite berechneten hydrodynamischen Fernkraften 
tritt die konservative Natur insofern hervor, als sie als Ableitungen 
von Kraftefunktionen ausgedriickt werden kénnen. Dieses zeigt, dafs 
sie zu jeder Zeit die den konservativen Kriften eigene riumliche 
Verteilung besitzen. In den Ausdriicken 170(c) und 171(e) dieser 
Kriaftefunktionen treten aber Funktionen der Zeit, H, 7, G, H auf. 
Denkt man sich diese als beliebige Funktionen der Zeit, so werden 
die Krafte im allgemeinen trotz der raumlichen Verteilung nicht 
konservativ sein. Beruhen aber die durch diese Gréfsen beschrie- 
benen Bewegungen auf der Elasticitait der Kugeln oder der vielleicht 
vorhandenen Verbindungen unter denselben, und driicken wir 
E, F, G, H als Funktionen der Verriickungen aus, so wird man zu 
Kraftefunktionen kommen, welche die konservative Natur der Kriafte 
explicite hervortreten lassen. 

Wenn wir den Fall synchroner Schwingungen pormanentes Natur 
voraussetzen, und die Funktionen der Zeit durch ihren von der Zeit 
unabhingigen quadratischen Mittelwert ersetzen, so kommen wir 
auch auf Kriftefunktionen, aus denen die konservative Natur der 
Krifte unmittelbar hervorgeht. 


184. Uber eine Eigenschaft der Kraftefunktionen. — Dals die 
hydrodynamischen Fernkrafte, insofern sie beobachtbare Bewegungen 
erzeugen, diejenigen allgemeinen Higenschaften, also auch die des 
Konservatismus, besitzen, welche man solchen Kriaften in der ratio- 
nellen Mechanik beilegt, haben wir jetzt allgemein nachgewiesen. 

Noch ein paar allgemeine Higenschaften lassen sich hinzufiigen, 
welche man nicht mehr in der rationellen Mechanik allen Kraften 
zuschreibt, aber die man doch bei ausgedehnten Klassen von Natur- 
kraften vorfindet. 
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Zunichst machen wir darauf aufmerksam, dals die entwickelte 
Kriftefunktion 176 (d) fiir die energetischen Wechselwirkungen 1m 
Kugelsystem in linearer Weise aus Ableitungen des Ausdruckes 


1 P ‘ 
—— Mach a,,\0,, 6, oder Ay) Bas c zusammengesetzt ist, wie man sofort 


Th g : 
ereecne wenn man die Bedeutung der zusammengesetzten Operation 
%,%, beachtet. Jedes Glied der Kraftefunktion und folglich auch 


die Kraftefunktion & selbst wird deshalb eine Lésung der Gleichung 


Oty ov CHE a, 0 
(a) da’, 0b, Ocree 


sein. Die Kriftefunktion 171 (e) fiir die inducierende Kraft, mit der 
eine Kugel k eine Kugel g angreift, hat dieselbe Eigenschaft. Denn 
das darin enthaltene gy, ist eine Lésung von (a), und die Differen- 
tiationen nach ¢ und nach a,, b,,¢, kénnen in beliebiger Reihenfolge 
ausgefihrt werden. Bildet man durch Superposition die Krafte- 
funktion fiir die inducierende Gesamtkraft, mit der die » — 1 ent- 
fernten Kugeln & die Kugel g angreifen, so kommt man wieder zu 
einer Funktion, welche die Eigenschaft (a) besitzt. 

In dieser Gleichung (a) sind a,, b,, c, die Koordinaten des Mittel- 
punktes derjenigen Kugel, welche die Kraft erleidet. Da eine Kugel 
nie in eine andere eindringen kann, ist die Eigenschaft (a) auf den 
Raum aufserhalb der wirkenden Kugeln beschriinkt. Wir ziehen 
also den folgenden Schluls, welcher, mit gleichem Recht fiir Induktions- 
kraft und Energiekraft getrennt, als fiir die totale hydrodynamische 
Fernkraft giiltig ist: 


Uberall im Rawme au/serhalb der wirkenden Kugeln erfiillen die 
Potentiale der hydrodynamicshen Fernkrafte die Laplace’sche Gleichwng. 


185. Abhangigkeit der Kraft von dem Volumen der Kérper. — 
Die Kriftefunktion WY, fiir die energetische Wechselwirkung zweier 
Kugeln g und & ist eine quadratische Form in den Grofsen E, : Ee, 
G, H, und H, F., G,, H,, und zwar in der Weise, dafs nur die 
rektanguliren und nicht die quadratischen Glieder vorkommen, wie 
die entwickelte Form 167(e) dieser Funktion zeigt. Nun enthalten 
die vier ersten dieser Gréfsen das Volumen E, der Kugel g, die vier 
letzten das Volumen H#, der Kugel & als Faktor [19(c) und 68 (c)]. 
Folglich ist die Kraftefunktion, also auch die daraus durch Diffe- 
rentiation nach den Koordinaten abgeleitete Energiekraft proportional 
dem Produkt der Volumina der beiden Kugeln. Dasselbe Produkt 
der Volumina beider Kugeln bleibt erhalten, wenn man durch Diffe- 


WEITERE ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN DER KRAFTE. 271 


rentiation nach Gi, b yy (vergl. 171(b)} und nachtrigliche totale 
Differentiation nach ¢ die inducierende Fernkraft der Kugel gy gegen 


die Kugel & bildet. Also schliefsen wir: 


Die hydrodynamische Fernkraft, mit der eine Kugel auf eine andere 
werkt, ist proportional dem Produkt der Volumina beider Kugeln. 


Diese Higenschaft hat besonderes Interesse in Verbindung mit 
den zu Newron’s Zeit gefiihrten Diskussionen tiber die Fernwirkungen. 
Von seiten der Newtonianer wurde als ein prinzipieller EKinwand 
gegen die Ansichten der Kartesianer angefiihrt, dafs die Schwerkraft 
der Masse und folglich dem Volumen des Korpers proportional ist, 
wahrend eine von dem Druck eines Mediums herriihrende Kraft der 
Oberflache des gedriickten Kérpers proportional sein miisse. Letzteres 
ist also nicht allgemein richtig. Der Trugschlufs beruht darauf, dafs 
die in einer bestimmten Richtung bewegende Druckkraft nicht dem 
Druck selbst, sondern dem Druckiiberschufs auf der einen Seite der 
Kugel relativ zu dem anderen proportional ist. Dieser Druckiiber- 
schufs wird aber proportional dem Volumen und nicht proportional 
der Oberflache der Kugel zunehmen. 


186. Zusammenfassung der gefundenen Resultate. — Denken 
wir uns nun einen Beobachter, welcher die Fliissigkeit nicht sehen 
kann, aber das Vermégen hat, die Bewegung jeder Kugel in allen 
Einzelheiten zu verfolgen. Dieser Beobachter wiirde sehen, dafs die 
Bewegung des Kugelsystems nicht so verliuft, wie die Bewegung 
eines materiellen Punktsystems unter dem Einflusse gegenseitiger 
Fernkrafte verlaufen wiirde, welche diejenigen Higenschaften besitzen, 
die man solchen Kraften in der auf der Gatiner-NewrTon’schen 
Grundlage aufgebauten rationellen Mechanik beilegt. Und zwar wiirde 
der Unterschied besonders in drei Punkten hervortreten. 

Das Tragheitsprinzip tritt insofern in modificierter Form auf, 
als das Fortschreiten einer Kugel, welche von den anderen Kugeln 
geniigend entfernt ist, nicht mit konstanter Geschwindigkeit, sondern 
mit einer gewissen rhythmischen Geschwindigkeit mit konstantem 
Mittelwert stattfinden wiirde. Kine Ahnliche rhythmische Natur 
wirde die trige Reaktion einer Kugel gegen die Wirkung der von 
den anderen Kugeln herriihrenden Fernkrifte haben. 

Die Kraft, welche eine Kugel auf eine andere ausiibt, wiirde 
zwar von der (Gteschwindigkeit desjenigen Kérpers unabhingig sein, 
welcher die Wirkung erleidet, nicht aber von der Geschwindigkeit 
desjenigen, der die Wirkung ausiibt. 
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Das Prinzip von der gleichen Wirkung und Gegenwirkung wiirde 
nicht giiltig sein. 

Nehmen wir dagegen an, dafs der Beobachter nur die langsam 
verlaufenden, progressiven Bewegungen des Systems sehen kénne, 
nicht aber die schnell verlaufenden Schwingungen, und dafs er nur 
die Mittelwerte der Kraifte zu messen im stande sei, nicht aber 
ihren wirklichen Wert zu jeder beliebigen Zeit, so wiirde er keine 
Abweichungen von denjenigen Bewegungen entdecken kénnen, welche 
die Gaumet-NEwron’sche Mechanik verlangt. 

Wir sind deshalb berechtigt, den folgenden Schluls zu ziehen. 

Wir denken uns eine Welt, konstruiert in molekularer Weise 
aus beliebig vielen Kugeln, die in einer reibungslosen und inkom- 
pressiblen Fliissigkeit schwimmen. Die Kugeln diirfen in beliebiger 
Weise zu Kérpern gruppiert sein, und mégen infolge innerer Elasti- 
citit in pulsierenden und oscillierenden Bewegungen begriffen sein. 
Aufsere starre oder elastische Verbindungen diirfen auch vorkommen, 
vorausgesetzt, dafs dieselben so fein sind, dafs sie die Bewegung der 
Flissigkeit nicht stéren. 

Die Bewohner einer solchen Welt wiirden durch das Studium 
der ihnen zuginglichen Bewegungserscheinungen zu dem Resultate 
kommen, dafs unter den getrennten Kérpern Wirkungen in die 
Ferne thitig sind, und dafs alle Bewegungen in dieser Welt in 
Ubereinstimmung mit den Prinzipien der GaniuEr- NEwron’schen 
Mechanik verlaufen. 


187. Hertz’ Mechanik. — Der Weltmechanismus, den wir uns 
in dieser Weise vorstellen, ist ein Mechanismus, in dem Fern- 
wirkungen nicht vorkommen, aber wo doch die Fernwirkungsgesetze 
zu gelten scheinen. Wir wollen dieses Resultat mit demjenigen 
vergleichen, zu welchem Hurrz in seiner beriihmten Mechanik ge- 
kommen ist. 

Hertz baut seine Mechanik auf der Vorstellung eines Welt- 
mechanismus auf, wo iiberall starre Verbindungen bestehen, und wo 
Wirkungen in die Ferne nicht vorkommen, einem Mechanismus, 
welcher also in dieser Hinsicht mit dem unserigen wesentliche Ziige 
gemein hat. Herrrz beschrinkt sich aber nicht auf die Elimination 
der Fernkraft, sondern er hat jeden Kraftbegriff yon Anfang an als 
Fundamentalbegriff seiner Mechanik vermieden. Ohne jede Er- 
wihnung der Kraft wird ein Axiom aufgestellt, welches die Bewegung 
des ganzen Weltmechanismus bestimmt; und erst nachtriglich wird 
die Kraft als eine reine Hilfsvorstellung eingefiihrt, um és moéglich 
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zu machen, die Bewegung eines bestimmten Teiles des Mechanismus 
fiir sich zu beschreiben, ohne jedesmal den gesamten Weltmechanis- 
mus in Betracht zu ziehen. Die in dieser Weise als abgeleitete 
Gréfsen eingefiihrten Krifte untersucht Hertz, beweist, dals sie die 
in den Newron’schen Bewegungsgesetzen enthaltenen Higenschaften 
besitzen, und findet, dafs sich der abgetrennte Teil des Mechanis- 
mus nach den Bewegungsgleichungen der gewdhnlichen Mechanik 
bewegen muls. 


188. Verschiedenartigkeit der erreichten Resultate. — Der 
Begriff der Kraft wird also in der Hurrz’schen Mechanik in ganz 
abnlicher Weise eingefiihrt, wie der Begriff der scheinbaren Fern- 
kraft in unserer Entwickelung. Eine formelle Ubereinstimmung 
des Gedankenganges und der verwendeten Methode fallt somit so- 
fort auf. 

Wie man aber auch bemerkt, besteht gleichzeitig eine wesent- 
liche Verschiedenheit. Die Krifte, welche wir in unseren hydro- 
dynamischen Problemen eingefiihrt haben, haben die Natur von 
Fernkraften, die von bestimmt angebbaren, entfernten Kugeln her- 
rihren. Die Krifte dagegen, deren Higenschaften Hurrz studiert, 
sind und bleiben Beriihrungskrafte. Ihre Beziehungen zu demjenigen 
Mechanismus, welcher die Kraft erleidet, und zu dem vielleicht un- 
sichtbaren, aber doch als unmittelbar angekoppelt betrachteten Me- 
chanismus, welcher die Kraft ausiibt, werden erschépfend behandelt. 
Eine Identificierung der Krifte mit bestimmten, von bestimmt an- 
gebbaren, entfernten Teilen des Mechanismus ausgehenden Fern- 
kriften findet dagegen nicht statt. 

Herz macht hierauf mit voller Deutlichkeit aufmerksam bei der 
Ableitung des Prinzips von der gleichen Wirkung und Gegenwirkung.' 
Der Satz wird nur fir unvermittelte, nicht fiir vermittelte Krifte 
oder Fernkrifte bewiesen. Dasselbe kann mit gleichem Rechte fiir 
die iibrigen von Herrz abgeleiteten Fundamentaleigenschaften seiner 
Krifte angefiihrt werden, beispielsweise fiir das Superpositionsprinzip. ” 
Dasselbe wird auch nur fiir den Fall einer unmittelbaren Koppelung 
bewiesen, und es bleibt eine offene Frage, ob es noch seine Giiltig- 
keit bewahren wird, wenn die Kraftkomponenten durch ihren Ursprung 
in entfernten, indirekt angekoppelten Teilen des Mechanismus definiert 
werden sollen. 


1 Hertz, Mechanik, Lehrsatz 468, Anmerkungen 469 und 470. 
2 Herz, Mechanik, Lehrsatz 471. 


BJERKNES, Vorlesungen. I. 


18 


274 VIERTER TEIL. SIEBENTER ABSCHNITT. 


Solche Eigenschaften miissen in allen Fallen, wo wir ihnen in 
der Natur begegnen, nach Hurrz als besondere Erfahrungen iiber 
besondere Fernkrifte aufgefafst werden, und von ihrer Herleitung 
kann erst die Rede sein, wenn genauere Angaben iiber die Natur 
des Zusammenhanges zwischen den beiden getrennten Kérpern vor- 
legen. 

Diese Angaben iiber die Natur des Zusammenhanges liegen in 
dem von uns behandelten Falle vor, weil wir einen Mechanismus 
bestimmt angegebener Konstruktion vor uns gehabt haben, wihrend 
Herrz nach seinem Plane und Ziele die Konstruktion seines Mecha- 
nismus absolut allgemein halten mulste. Diese speciellere Natur 
unserer Aufgabe hat es uns méglich gemacht, die hydrodynamischen 
Druckkrafte als Fernkrifte bestimmt identificierbaren Ursprunges 
behandeln zu kénnen. Dabei hat sich beispielsweise Hertz’ aus- 
driickliche Reservation gegen die Verwendung des Gegenwirkungs- 
prinzips auf vermittelte Wirkungen als vollstiindig berechtigt er- 
wiesen. Denn dieses Prinzip hat fiir die hydrodynamischen Fern- 
krafte keine allgemeine Giiltigkeit. Gleichzeitig haben wir aber 
zeigen kénnen, dafs es fiir eimen Beobachter mit beschriinktem 
Wahrnehmungsvermégen erfiillt scheinen muls. 

Ganz allgemein kénnen wir deshalb das Verhaltnis der von uns 
dargelegten hydrodynamischen Untersuchungen zu der Herrz’schen 
Mechanik in folgender Weise charakterisieren: 

Herrz hat in seiner Mechanik den ersten Versuch gemacht, 
eine allgemein giiltige Grundlage fiir solche Vorstellungen zu schaffen, 
von deren Weiterfiithrung im speziellen unsere Untersuchungen ein 
Beispiel geben. 


Siebenter Absechnitt. 


Verifikation der erhaltenen Resultate mit Hilfe der 
Lagrange’schen Bewegungsgleichungen. 


189. Auffassung des vollstandigen Systems der Kugeln und der 
Flissigkeit als eines einzigen Mechanismus. — Ehe wir die Dis- 
kussionen weiter fortsetzen, wird es zweckmiifsig sein, dafs wir eine 
unabhingige Verifikation der erhaltenen Resultate geben, um so 
mehr, als wir dadurch eine an sich bemerkenswerte Methode zur 
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Verwendung bringen, welche eben fiir die Untersuchungen hydro- 
dynamischer Fernkrifte iufserst wertvoll ist. 

Die Methode, die wir nach der Erledigung des rein kinema- 
tischen Teiles unserer Aufgabe benutzt haben, ist die rein hydro- 
dynamische gewesen. Wir haben den Druck der Fliissigkeit 
gegen eine Kugel betrachtet, und die daraus hervorgehende Druck- 
kraft berechnet. Wir kénnen aber auch einen anderen Weg ein- 
schlagen, wonach wir nicht auf die Betrachtung des Fliissigkeits- 
druckes zuriickzugreifen brauchen, sondern nur allgemeine dyna- 
mische Methoden zur Verwendung bringen. Das ganze System der 
Kugeln und der Fliissigkeit fassen wir dann als einen einzigen 
Mechanismus auf. Die Konfiguration und Lage dieses Mechanismus 
lafst sich durch die 4” Koordinaten a,, b,, ¢,, d, emdeutig be- 
schreiben. Verindern sich diese Gréfsen in der Zeit, so bewegt. 
sich der Mechanismus, und die Bewegung wird iiberall in demselben 
Augenblicke aufhéren, in welchem die Verinderung dieser Gréfsen 
aufhért (16). Die Bewegung eines solchen Mechanismus lifst sich 
nach LaGcraneE durch 4 Bewegungsgleichungen beschreiben, die wir 
sofort aufschreiben kénnen, wenn wir die kinetische Energie des 
Systems als Funktion der Koordinaten und der Zeitableitungen der 
Koordinaten kennen. 

Wir kinnen diese Methode auch als die des Hamiron’schen 
Prinzips bezeichnen, weil man durch Anwendung dieses Prinzips 
ebenfalls zu den Lagraner’schen Bewegungsgleichungen kommt. 


190. Die Energie einer Kugel. — Die Gesamtenergie Z des 
Systems wird aus zwei partiellen Hnergiebetragen bestehen, der 
Energie 7° der Kugeln, und der Energie 7 der Flissigkeit: 


(a) Be Ste TT 


Die Energie 7° zerlegt sich wieder in m Teile, nimlich die Knergien 
T; der einzelnen Kugeln g: 


n 


(b) r= >T. 


1 


Eine beliebige Kugel g hat nach unseren Voraussetzungen eine 
zusammengesetzte translatorische und expansive Bewegung, welche 
das Potential 35 (a) oder 


(c) hen d,(~—a,) + b,(y—6,)+¢,(%—%) tag % 
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hat. Die Geschwindigkeitskomponenten w, v, w in einem beliebigen 
Punkte im Innern der Kugel finden wir durch Ableitung nach @, Y, %, 
nimlich 


(d) o = 0, (ye) 


: yoy 
QD = Cg ae 


Wenn Q, die Dichte der Kugel ist, so wird die kinetische Energie 
durch Berechnung des Integrals 


(e) (ieee Oy f (a? +0? + w?)dt 


gefunden, wo dz das Volumelement ist, und die Integration tiber 
das ganze Innere der Kugel auszudehnen ist. 

Wenn man nach (d) die Quadrate von w, 7, w bildet und sum- 
miert, so findet man 7) als die Summe von drei Integralen. Eins 
derselben muls verschwinden, da es das Integral eines in x —a,, 
Yb eo linearen Ausdruckes, also einer riumlichen Kugel- 
funktion erster Ordnung ist [82(C)]. Die Ausfiihrung der beiden 
anderen Integrale bietet keme Schwierigkeiten, und man findet 


(f) i $Q,.$udj far ota+edl, 


oder, wenn wir die Masse M, der Kugel einfiihren, 
(f”) Ty = 4M, | dj + bj +g + gdzh. 


191. Transformation des Integrals fiir die Energie der Flissig- 
keit. — Wenn das Geschwindigkeitspotential und qg die Dichte 
der Flissigkeit ist, so ist die kinetische Energie der Fliissigkeit 
durch das Integral 


ra auf lah Gal + Eales 


gegeben, wo die Integration iiber alle Volumelemente dr der Fliissig- 
keit auszudehnen ist. 

Kine Transformation nach dem Green’schen Satze wird 7 die 
Form eines Oberflichenintegrals geben. Setzen wir namlich in der 
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Formel 82(a) w= , und erinnern uns, dafs iiberall in der Fliissig- 
keit V?g = 0 ist, so erhalten wir 


© S{GE)+ G+ Glee = fordten 


wo die kubische Integration iiber einen beliebig begrenzten Teil der 
Fliissigkeit und die Flachenintegration iiber die Grenzfliche o dieses 
Volumens auszudehnen ist. m ist die nach aufsen gerichtete Normale 
dieser Grenzfliiche. 

Die Grenzfliche o kénnen wir jetzt in der folgenden Weise 
waihlen: sie kann aus den Oberflichen simtlicher Kugeln unseres 
Systems und einer Kugel mit sehr grofsem Radius bestehen, welche 
das ganze System umschliefst. Lifst man aber den Radius R der 
letzten Kugel unbegrenzt anwachsen, wihrend ihr Mittelpunkt bei- 
spielsweise im Schwerpunkte des Kugelsystems liegen bleibt, so wird 
der Wert des Flachenintegrals iiber diese Kugelflache sich auf Null 
reducieren. Denn auf dieser Kugelfliiche wird der Wert des Po- 


tentials g wie eine Gréfse der Ordnung a die Geschwindigkeit oe 


wie eine Gréfse der Ordnung a abnehmen, wihrend die Oberflaiche, 


iiber welche das Integral zu berechnen ist, nur proportional der 
Gréfse R? zunimmt, so dafs das Flachenintegral als eine kleine 


Gréfse der Ordnung = verschwindet. 


Die Energie der ganzen Fliissigkeit wird deshalb als ein Flachen- 
integral gefunden, welches tiber die Oberflichen der m Kugeln g aus- 
zudehnen ist. Das Integral zerlegt sich also in eine Summe von » 
einfachen Integralen, 


n 


(c) a aI 


deren jedes Glied 7 das iiber die Oberfliche einer bestimmten 
Kugel g ausgedehnte Integral darstellt. Bemerken wir jetzt weiter, 
dafs » die von der Fliissigkeit in die Kugel hinein gerichtete Normale 
bedeutet, so kann an der Oberfliche der Kugel g die Normale » 
durch den negativen Radius r, ersetzt werden. 7, lafst sich also 
in der Form 


0 
(d) i =e —taf 95h, 


schreiben, wo do, ein Element der Oberflaiche der Kugel g bedeutet. 
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192. Berechnung des Energieintegrals an der Oberflache einer 
Kugel. — Zur Berechnung des Energiegliedes 7, geniigt also die 
Kenntnis des Geschwindigkeitspotentials @ und der normalen Ge- 


0 7 ‘ 
schwindigkeitskomponente ae an der Oberfliche der Kugel gy. Die 


letztere Gréfse ist mit der zur Grenzfliche normalen Komponente 
der Geschwindigkeit eines Punktes der Kugel identisch. Also 


xv — —Cy 


Op ae : ys 5s Ed gee ees 
(a) Gales = dy + dy d, + 0g d, + ¢, fee 


wo, wie frither, 2’, y', x die laufenden Koordinaten an der Oberflache 
der Kugel sind. 

Den Wert des Potentials gy in der Umgebung einer beliebigen 
Kugel g des Kugelsystems haben wir in der Form 77 (b) dargestellt. 
Da nur die Werte an der Oberfliche der Kugel in Frage kommen, 
kénnen wir sofort die Substitution r,; = d,, c= 2, y= y, = % 
ausfiihren, wonach 77 (b) die Form 


y= = E dy — (), 


annimmt. Die durch Punkte angedeuteten Glieder sind homogen 
zweiten oder héheren Grades in a —a,, y’ —by, x —c,. Das in 
dieser Reihe auftretende gm, hat den Wert 76(d) oder 


(b) % = Sot >! Seat. 
k=g iSk=]g 


Die erste Zeile der Formel (b) ist eine Kugelflaichenfunktion 
von der Ordnung Null, die zweite eine von der Ordnung 1, und die 
folgenden Zeilen werden Kugelflichenfunktionen immer hiherer Ord- 
nungen darstellen. Jetzt soll aber mit (a) multipliciert werden, 
welches die Summe einer Kugelfliichenfunktion von der Ordnung 
Null und einer von der Ordnung 1 ist. Im Integral werden des- 
halb die in ¢’ enthaltenen Glieder héherer Ordnungen bedeutungslos 
werden. Wenn wir die Produkte der Kugelfliichenfunktionen gleicher 
Ordnung der Ausdriicke (a) und (b) bilden, und zur Berechnung der 
Integrale die Formeln 83 (c) und (e) benutzen, so ergiebt sich far iF 
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T, = 2nqdjd,[d,d, — (9,), | 


g 
3d g (4 E a, 2 (5) byl 4b, 2 (522) ] é,| 46 2 (5) } ; 
eng. 


oder durch verinderte Ordnung der Glieder und Einfithrung des 
Volumens #, und der Voluminderungsgeschwindigkeit Hi, der Kugel (19): 


(¢) T, = 49H, \d5 + 05 + ey + 6 dj} 
Cc 


: _ (8g , (Op _ (9 
— dation), — 30, lalae), + blag), tle) 


Durch Summation nach g findet man dann die Gesamtenergie 7 
der Flissigkeit, und zwar wird die Genauigkeit, womit man den 
Wert dieser Energie findet, ausschliefslich von derjenigen Genauig- 
keit abhingen, mit der man im Ausdrucke von T, den Wert von 
gy, beriicksichtigt. 


193. Die Energie der Flissigkeit in erster und zweiter An- 
naherung. — In der ersten Anniherung setzen wir das , voll- 
stindig aulser Betracht (78), dafs heifst, wir sehen die Geschwindig- 
keit, welche die entfernten Kugeln an der Oberfliche der Kugel g 
erzeugen, als verschwindend klein an im Vergleich zu der Geschwin- 
digkeit, welche die Kugel g selbst erzeugt. 7, reduciert sich dann 
einfach auf die erste Zeile rechts der Formel 192(c). Fihren wir 
hier gleichzeitig die verdringte Flissigkeitsmasse m = q H# ein, und 
summieren iiber simtliche Kugeln, so finden wir: 


(a) T = 1 Wm, {a3 + 63 + 7 + 6 djl. 


In dieser Anniiherung ist die Energie der Fliissigkeit von den Ko- 
ordinaten der einzelnen Kugeln unabhingig. Sie tritt einfach als 
die Summe von » Gliedern auf, deren jedes die Energie darstellt, 
welche eine einzige Kugel, wenn sie allein vorhanden wire, in der 
Flissigkeit durch ihre Bewegung erzeugen wiirde. Betrachtet man 
deshalb die Bewegung des Kugelsystems in dieser Annaherung, so 
fallt jede Wechselwirkung unter den Kugeln fort. 

In der zweiten Anniherung haben wir das erste Glied von g, 


in Betracht zu ziehen: 
pe >! Fe: 


k=g 


Bei diesem Genauigkeitsgrade kénnen wir die Substitution « = a, 
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y = b,, % = 6, Mm Hp, Vor der Differentiation ausfiihren (78), und den 


ascenck der Energie der Flissigkeit in der Form 
-1>} {rag (a3 + By + 3 + 6 dj) 


— DISH BA (Pig $2, |d, a 


(b) 


schreiben. 

Diese zweite Anniherung, bei der wir alle in g, auftretenden 
Reaktionspotentiale vernachlassigen, giebt eben die Genauigkeit, die 
wir bis jetzt durchgehend bei der Diskussion der hydrodynamischen 
Fernkrifte verwendet haben. Wir kénnen deshalb bei diesem An- 
niherungsgrade nach 166 (a) die Produkte 2 H,d,, 2 H,b,, 3 H,é, mit 
den Komponenten /,, Gj, H, des Aktionsmomentes iaeatitien Die 
zweite Zeile von (b) enthilt dann das Resultat, welches man durch 
Anwendung der Operation y, auf die Funktion (g,), erhalt. Driickt 
man nach (167) (y,), durch die Operation y, aus, so wird 


1 
T= <q $1 Es ( dg + bj + 4 +6d;)} +4 qg y a he Tue? 
og 


g=k 
oder 
i ee 1> {mg (a +b; +63 + 6d;)\ +, 


wo W die frither gefundene Funktion 176 (d) ist. 


In dieser Funktion treten die Koordinaten der einzelnen Kugeln 
auf, und die Energie ist in dieser Anniherung nicht nur von den 
Bewegungen, sondern auch von der gegenseitigen Lage der Kugeln 
abhingig. Das neu hinzugekommene Glied & kénnen wir deshalb 
als een Ausdruck der gegenseitigen kinetischen Energie der 
in der Fliissigkeit bewegten Kugeln bezeichnen. 


194. Die Bewegungsgleichungen einer Kugel. — Die Gesamt- 
energie des bewegten Systems erhalten wir, wenn wir zu der eben 
gefundenen Energie 7 der Fliissigkeit die Energie 7° der Kugeln 
fiigen. Es ergiebt sich dann 


=4>)4, W@+P+ere a 


+4 d}m, {P+ PR +246 ol 4 w, 


(2) 
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Bedeuten jetzt X,Y , 8, die Komponenten der fremden Kraft, 
welche im Mittelpunkt einer bestimmten Kugel g des Kugelsystems 
angreift, so kann man nach Lacranee fiir die Bewegung des Mittel- 
punktes a,, by, c, dieser Kugel die Gleichungen 


a 
dt 0G, 04a, 


a os “at 
} an = 
() dari 6h, = ee 


d ot Cy 
@i.0é, beg By 
aufstellen. 

Zerlegen wir & in seine zwei Teile T° und T und ziehen die- 
jenigen Glieder, welche 7 enthalten, auf die rechte Seite hiniiber, 
wihrend wir auf der linken Seite die Differentiationen des T° aus- 
fiihren, so nehmen diese Gleichungen folgende Form an: 


e ah (olde OT , 

LUIS OR Reo Reena 
“ oh oy tt (a) 

(c) M,b, = — di db, =F Oy + Vz, 
aS. d oT , ar 

Maly = — F554, + Be, + 80° 


Fiihren wir weiter auf der rechten Seite die Differentiationen 
aus, und bemerken, dafs a,, b,,¢, nur in & vorkommen, so ergiebt 


sich 
d dow , ow 
cis reall a pec ‘ty, —- = re 
M, ty = 2 qi hs 4a) dt 0dg To dag 4 Eg 
ee d ; ad ioe ow 
(d) Mo, = — ¥ gy lta Oa) ~ dt db = dby tees 
; d (OCB oes 
Mit, = —4,\%%s) — Gi ga, + 8: ye 


Diese Gleichungen haben genau die Form der Bewegungsgleichungen 
einer Kugel g mit der Masse M, im leeren Raum, wenn dieselbe 
von einer fremden Kraft (¥,, 9,, 8,) und aulserdem von drei Kriften 
angegriffen wird, die den Kinflufs der Fliissigkeit auf die Be- 
wegung der Kugel darstellen. In der ersten Kolonne rechts stehen 
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niimlich die Komponenten der lokalen Kraft 163 (a), in der zweiten 
Kolonne die Komponenten der inducierenden Fernkraft 177 (c), 
und in der dritten Kolonne die Komponenten der energetischen 
Fernkraft 176 (c). 

Unsere friiheren Resultate sind somit verificiert, und gleichzeitig 
haben wir eine neue Definition der Funktion & gefunden, aus 
welcher man die hydrodynamischen Fernkrifte ableiten kann: sie 
stellt die gegenseitige kinetische Energie der in der Flissig- 
keit bewegten Kugeln dar. Fiir einen Beobachter, welcher die 
Flissigkeit und die kleinen Bewegungen der Kugeln nicht sieht, und 
welcher folglich nur die Energiekraft, nicht die Induktionskraft 
kennt, wird die kinetische Natur dieser Energie nicht erkennbar 
sein; er wird — W als die gegenseitige potentielle Energie 
der Kugeln auffassen. 

Die hier verwendete Methode ist besonders zu empfehlen, wenn 
man mehr in den Einzelheiten einen Vergleich mit den Ergebnissen 
der Hrrrz’schen Mechanik durchfiihren will. 


Achter Abschnitt. 


Die permanenten HEnergiekriifte zwischen pulsierenden und 
oscillierenden Kugeln. 


195. Kraftefunktion der permanenten Energiekaft fiir zwei 
Kugeln. — Aus den vorhergehenden Untersuchungen ist als allge- 
meines Resultat hervorgegangen, dafs diejenigen hydrodynamischen 
Fernkrifte niederer Ordnung, welche sichtbare Bewegungen der 
Kugeln erzeugen, nach den allgemeinen Gesetzen der GAntEr- 
Nrwron’schen Mechanik wirken. Wir werden jetzt die Wirkungen 
dieser Krafte in den Einzelheiten untersuchen. Wir sehen dabei 
ganz von der inducierenden Fernkraft ab, und betrachten nur die 
energetischen Krafte niederer Ordnung oder die permanenten Rnergie- 
krifte. Weiter beschrinken wir uns auf die Betrachtung der Wechsel- 
wirkung von nur zwei Kugeln k und 9. 

Als Grundlage unserer Untersuchungen kénnen wir dann die 
Kraftefunktion 


‘ 1 
© aL (Say era 


PERMANENTE KRAFTE. 283 


nehmen, oder in vollstindig entwickelter Form: 


E, B 
yw. = 32 
kg hor rece 
i es 1 0 1 
HB; H 
"4 a 9” koa TT eg i 9 Tap Amr, z gH ae ieee 
Fister OS 1 ae ee | A pea 
A Op WO nde —— aly LG a el 
| i ae AT ya ey “0b, Ary, af EH de, Amr ya 
(b) tn 
. 1 oe? 1 0? 1 
Fer G 
4 oe 0a gt ig +i “98,0, Amy + FH, 9 Oa, ~0Cy 4 Ag 
; oO? 1 (obs 0° i 
GH af 
15 09, da, ba, Amr, * Cu Ga ay 55, 6b, dnr,, + GH ly 55, 80, Arr 


(obs 1 (og (oe 1 
Ti, E aol | 
eee 030, a, da, Ant yg + HG "9 Oc, 0b. 06, ion ie ae Th, H, I Oe, Oc, 06, Amr, dah 


Wir werden jetzt die einzelnen Glieder dieser Kraftefunktion 
nacheinander untersuchen. 


196. Die Wechselwirkung zwischen pulsierenden Kugeln. — 
Denken wir uns erst den Fall, dafs die Kugeln keine permanenten 
Aktionsmomente haben, so dals fF, = G,= H, =f, = G, = H, = 0. 
Die Kriftefunktion reduciert sich dann auf: 


(a) er =e Mae 
oder 
(b) y= q—-— 


kg ant,” 


iy 
ANT ig 


Die Lage der Kugeln relativ zu einander ist vollstiindig durch den 
Abstand 7, gegeben. Hs wird also eine Kraft auftreten, welche 
diesen Abstand zu veriindern sucht, und welche den Wert 


av, LB, 
(c) Or ae ee 4nr2 
kg kg 
hat. 


Diese Kraft ist negativ oder anziehend, wenn die Volumanderungs- 
geschwindigkeiten Hj, und BZ, beider Kugeln das gleiche Vorzeichen 
haben, beispielsweise, wenn sich beide Kugeln gleichzeitig ausdehnen 
(Figur 86a), oder wenn sich beide gleichzeitig zusammenziehen. Da- 
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gegen ist die Kraft positiv oder abstofsend, wenn sich die eine Kugel 
ausdehnt, wihrend sich die andere zusammenzieht (Figur 36). Die 
Kraft nimmt umgekehrt wie das Quadrat des Abstandes ab. 

Die Erscheinung wird, wenn man die Fliissigkeit oder die kleinen 
Bewegungen nicht sieht, vollstindig wie eine Fernwirkungserschei- 
nung aussehen. Vergleicht man aber mit den in 129 dargestellten 
Resultaten, so ist die Ursache der Erscheinung vollstiindig klar: jede 
Kugel befindet sich in dem von den anderen herriihrenden Strom, 
und bewegt sich wihrend der Expansion gegen, wihrend der Kon- 
traktion mit diesem Strome (Figur 32a und b). 

Sind die Voluminderungen periodisch, so wird die Kraft wech- 
selndes Vorzeichen und den Mittelwert Null haben, solange die 
Perioden verschieden sind. Nihern sich die Pulsationen dem Iso- 
chronismus, so treten langsame Schwankungen des Mittelwertes der 
Kraft ein (Figur 30). Die Kugeln werden sich periodisch mit langer 
Periode gegeneinander nihern und voneinander entfernen, aber im 
Mittel immer noch ihre Lage behalten. 


Fig. 36. Wechselwirkungen zwischen pulsierenden Kugeln. 


Tritt Isochronismus ein, so hat die Kraft einen an Vorzeichen 
unverinderlichen Mittelwert, und das Vorzeichen hingt von der 
Phase ab. Bei gleicher Phase tritt die maximale Anziehung, bei 
entgegengesetzter Phase die maximale Abstofsung ein (Figur 3la 
und c), und zwischen diesen Grenzfillen ist ein kontinuierlicher 
Ubergang, so dals die Kraft Null wird bei einem Gangunterschied 
von einer viertel Phase. Die Wechselwirkungen zwischen pulsierenden 
Kugeln aller Phasen kann man sich veranschaulichen, wenn man 
sich eine Anzahl von pulsierenden Kugeln auf einen Kreis in solcher 
Weise verteilt vorstellt, dafs die Winkel zwischen den Radien, welche 
vom Mittelpunkte des Kreises zu den einzelnen Kugeln fiihren, den 
Phasenunterschied unter den Pulsationen der betreffenden Kugeln 
darstellt. In diesem Kreise werden die nebeneinander befindlichen 
Kugeln einander anziehen, die diametral gegeniiberliegenden Kugeln 
eimander abstofsen, und die 90° voneinander liegenden Kugeln 
sich zu einander neutral verhalten. 
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Denken wir uns schliefslich, dafs keine andere Phase als die 
gleiche oder die entgegengesetzte vorkommt, so liegt der Fall des 
Synchronismus vor. Die Formeln (b) und (c) kénnen dann mit 
gleichem Recht zur Darstellung der augenblicklich vorhandenen oder 
der mittleren Kraft dienen. In letzterem Falle sind F#, und i, als 
quadratische Mittelwerte aufzufassen, die mit Vorzeichen versehen 
sind. Hrinnern wir uns daran, dafs die Pulsationsintensitiiten FH, und 
H, gleiches Vorzeichen bei gleicher, und entgegengesetztes Vorzeichen 
bei entgegengesetzter Phase haben, so finden wir das Gesetz: 


Gleich pulsierende Kugeln xtehen emmander an, entgegengesetxt pul- 
sierende stofsen einander ab mit emer Kraft, welche der Dichte der Fliissig- 
ket und dem Produkt der Pulsationsintensitaten direkt und dem Quadrat 
der Hntfernung wmgekehrt proportional ist. 


Betrachtet man die Stromfelder, so hat man also Anziehung 
bei einem Felde wie Figur 2, Abstofsung bei einem wie Figur 3. 


Es hat auch noch Interesse, zu bemerken, dafs man in den 
Formeln (b) und (c) die Pulsationsintensititen /, und H, durch die 
Pulsationsmomente H#, und HH, [104 (B)] ersetzen kann. Als Faktor 
wird dann anstatt der Dichte q die reciproke Dichte oder das spe- 
cifische Volumen der Fliissigkeit auftreten. Hin besonderes Interesse 
hat aber die unsymmetrische Form: 


HD, hh, 


> 3 
ANT, AN ig 


(d) Pig a, 


wo der von der Fliissigkeit herriithrende Faktor nicht mehr explicite 
auftritt, und wo das Produkt der Pulsationsintensitat der einen 
Kugel in das Pulsationsmoment der anderen das Mals fiir die Grifse 
der Kraft abgiebt. 


197. Die Kraftefunktion fir die Wechselwirkung zwischen 
einer pulsierenden und einer oscillierenden Kugel. — Wir gehen 
jetzt zu dem nichsten Fall iiber, wo die eine Kugel g nur pulsierend, 
die zweite k nur oscillierend ist. Setzt man in 195(b) 7, = G, = H, 
— Ff, = 0, so reduciert sich die Kraftefunktion auf: 


iL 


ee 
(a) Cae =e a| Bat Oa, AT yg { 


a + By Gh ae ATT pq soa By Bes, 


Benutzt man die Operationszeichen yj und y; (167), so lalst sich 
abgekiirat 
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uf 
(b) Pug = (XG kk Thy, 
schreiben. Bezeichnet man andererseits durch S, den Vektor, welcher 
die Komponenten fF, G,, Hj, hat, und benutzt die in 27 definierte 
Differentiation lings einer Achse, so kann man ¥%,, auch in der Form 


(c) ve == ql, S Se SS 


darstellen. 
Wenn wir in (a) die Differentiation ausfiihren, so wird: 


F, (@,—4) + Gi, (by — b;,) + Fh, (€y — &) ; 
ANT hg 


(d) tp eng Le 


kg 


Fiihren wir schliefslich Polarkoordinaten ein, und bezeichnen mit 0 
den Winkel, den das Aktionsmoment S;, mit dem von & nach g ge- 
richteten Radiusvektor 7, bildet, so wird 


(e) Ly ge a 


Wenn die Pulsationen und Oscillationen erst mit verschiedenen 
Perioden verlaufen, und dann erst Isochronismus und nachher Syn- 
chronismus eintritt, so wird der Mittelwert der Kraft, als Funktion 
der Zeit betrachtet, genau wie im Fall der pulsierenden Kugeln erst 
einen langsam schwankenden Wert, und dann einen mit unveriinder- 
lichem, vom Phasenunterschied abhingigem Vorzeichen annehmen. 
Wir brauchen deshalb die sich daran kniipfenden Uberlegungen nicht 
jedesmal zu wiederholen, sondern kinnen schon yon Anfang an den 
einfachen Fall des Synchronismus voraussetzen und F, und S; als 
quadratische Mittelwerte interpretieren. 

Ks verdienen auch in diesem Falle, wie bei dem der pulsierenden 
Kugeln, die unsymmetrischen Formen 


(f) w= ek cos@ = FS cos 0 
erwihnt zu werden. Der Faktor q, der der Reprisentant fir das 
Kingreifen der Fliissigkeit in die Erscheinung ist, ist hier verschwun- 
den, wihrend gleichzeitig ein Faktor, welcher den Bewegungszustand 
der Kugel in rein kinematischer Weise beschreibt, durch einen durch 
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die dynamische Wechselwirkung der Kugel und der Flissigkeit de- 
finierten Parameter ersetzt ist. 


198. Die Kraftwirkungen zwischen einer pulsierenden und einer 
oscillierenden Kugel. — Um die Krifte zwischen einer pulsieren- 
den und einer oscillierenden Kugel zu beschreiben, gehen wir am 
zweckmifsigsten von der in Polarkoordinaten ausgedriickten Krifte- 
funktion 197 (e) aus. Dieselbe enthilt nur solche geometrischen 
Parameter, die fiir die gegenseitige Lage der Kugeln zu einander 
charakteristisch sind, die Lage der einen Kugel relativ zu der Os- 
cillationsrichtung der anderen mitgerechnet. Diese Parameter sind 
der Abstand 7,, und der Winkel 6. Durch Ableitung nach diesen 
Parametern finden wir die Krifte oder Drehungsmomente, welche 
diese Parameter zu veriindern suchen, ganz davon abgesehen, ob 
absolut genommen die Lageifinderungen an der einen oder an der 
anderen Kugel stattfinden. 

Durch Ableitung nach 7, ergiebt sich also die gegenseitige rein 
anziehende oder rein abstofsende Kraft: 


a Se 
(a) Tag => — 2q ae COs 0 . 


Dieselbe nimmt im umgekehrten Verhiltnis des Kubus des Abstandes 
ab, und hiingt sonst an Gréfse und Vorzeichen von dem Winkel 0 
ab, welcher zwischen der Oscillationsachse der einen Kugel und der 
Richtungslinie zu der anderen eingeschlossen ist. 

‘Ist dieser Winkel gleich Null, und sind Aktionsmoment und 
Pulsationsintensitit beide positiv, so hat die Kraft ihren gréfsten 
negativen oder anziehenden Wert (Figur 37a); ist der Winkel 
gleich a, so hat die Kraft ihren gréfsten positiven oder abstofsenden 
Wert (Figur 37h). Wenn sich also die pulsierende Kugel ausdehnt, 
wiihrend sich die oscillierende nihert, und sich zusammenzieht, 
wiithrend sich die oscillierende entfernt, so tritt Anziehung ein. Wenn 
sich dagegen die pulsierende Kugel ausdehnt, wahrend sich die 
oscillierende entfernt, und sich zusammenzieht, wahrend die oscil- 
lierende sich nihert, so erfolgt Abstofsung. In den zwischenliegenden 
_Lagen ist kontinuierlicher Ubergang, und zwar kommt keine an- 
ziehende oder abstofsende Komponente vor, wenn der Winkel gleich 


a ist, so dafs die Oscillationsachse senkrecht zur Verbindungslinie 


der Kugeln steht (Figur 37 c). 
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Durch Ableitung der Kraftefunktion nach 6 findet man das 
Drehungsmoment, welches den Winkel 0 zu veriindern sucht: 


a®, ea 
(b) a = — 9¢72 sin 0. 


Dieser Winkel kann sich in zweifacher Weise verindern: die 
oscillierende Kugel & kann festgehalten werden, und zwar mit un- 
verinderlicher Oscillationsrichtung, wihrend die pulsierende Kugel g 
sich kreisférmig um & bewegt. Andererseits kann die pulsierende 
Kugel g festgehalten werden, wihrend sich die Richtung der Oscilla- 
tionsachse der oscilierenden Kugel & veriindert, sei es, dafs damit 
eine wirkliche Drehung der Kugel selbst folgt oder nicht (139). In 
allen Fillen wird das Drehungsmoment, welches den Winkel @ zu 


Fig. 37, a, b und ec. Wechselwirkungen zwischen einer pulsierenden 
und einer oscillierenden Kugel. 


veriindern sucht, denselben Wert (b) haben, und den immer kleiner 
als a gerechneten Winkel zu verkleinern suchen. Die Intensitit des 
Drehungsmomentes nimmt umgekehrt wie das Quadrat des Abstandes 
ab. Durch Division mit dem Abstande 7, findet man die ent- 
sprechende lineare Kraftkomponente, die die Verschiebung der pul- 
sierenden Kugel senkrecht zu der Verbindungslinie r,, erzeugt. Diese 
Kraftkomponente nimmt also, genau wie die radiale, umgekehrt 
wie der reciproke Kubus des Abstandes ab. Das Drehungmoment 
ist Null, wenn der Winkel @ gleich Null oder a ist (Figur 37a und b). 
Dabei ist die erste Lage der Drehung gegeniiber eine stabile, die 
zweite eine labile Gleichgewichtslage. Das Drehungsmoment hat 


seinen maximalen Wert, wenn 0 = oe (Figur 37 c), und sucht, je 
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nach den Umstiinden, durch Verschiebung der pulsierenden oder 
durch Drehung der oscillierenden Kugel den Fall des stabilen Gleich- 
gewichtes (Figur 37 a) herzustellen. Man sieht, dafs die stabile Lage 
diejenige der gréfsten Anziehung, und die instabile diejenige der 
gréfsten Abstofsung ist. 

Diese Anziehungen, Abstofsungen und Drehungen werden alle 
wie Hernwirkungen aussehen. Man iiberzeugt sich aber in allen 
Fallen leicht, dafs alles nach den friiher gefundenen Regeln fir 
die Bewegung einer Kugel durch einen Fliissigkeitsstrom verliuft: 
die pulsierende Kugel befindet sich in dem von der oscillierenden 
Kugel herrithrenden Hinfallsstrome (Figur 7) und sucht sich wihrend 
der Expansion immer gegen, und wihrend der Kontraktion immer 
mit dem Strome zu bewegen; die oscillierende Kugel befindet sich 
in dem von der pulsierenden herriihrenden Hinfallsstrome (Figur 1), 
und sucht sich so zu verschieben oder zu drehen, dafs die Oscilla- 
tionen des Stromes eine méglichst grofse Komponente gegen die 
Oscillationen der Kugel erhalten. 


199. Kraftefunktion fiir die Wechselwirkung zweier oscillieren- 
den Kugeln. — Wenn wir schliefslich in 195 (b) die Volumina beider 
Kugeln konstant annehmen, also #, = H, = 0 einfiihren, so ergiebt 
sich als Kraftefunktion fiir die Wechselwirkung zweier oscillierenden 
Kugeln: 


2 
nO) 


; es 2 1 0? 1 
Py = a [el Pe Ge 


es ks i a gee 
g ay, Oa, ANT kg I Oa, Ob, ATT hg | Oa, OC, ATT kg 


wet FT Pn 


= Je A 1 
, titan erg eM TIS ge sete 
(a) iz Gul gar Ody AMT ig "s Me Gy 


eC? 2) 2 
Ob;, Ob, ATEN ig P I Ob;, 06, ATV ng 


Eee ea? 1 ae OF Sas ater 

+ Bil, 9a, Tnry +906, 06, tar, * P*9G0, 80, Farid 
Mit Anwendung der Operationssymbole y/ und M4 lafst sich dieses 
abgekiirzt in der Form 


1 
1 
(b) T ae Vg Hi 4 ig 


schreiben. Benutzt man die Differentiation lings der Achsen s, und s,, 
so ergiebt sich ein anderer abgekiirzter Ausdruck: 


wp, gy Lay eed 
(c) kg = GPROGS Os, AnTiy 


19 
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Die unsymmetrischen Formen der Kraftefunktion 


0? i 9 8 0? 1 
985,08, 407 Wk9 88, 08, 417g’ 


(d) pw, = & 5 


wo die eine Kugel mit ihrem kinematischen, die andere mit ihrem 
dynamischen Aktionsmomente auftritt, verdienen auch Beachtung. 
Der Ausdruck (a) lifst sich auch 


os eee ee od ee yo 
Pig = qh, 0a t Ou; rw ee ee AMT ig Las, ANT ig 
So [ere eel Oma: a a 
(a) Dae ara, tb ou ap Oh TF Oheekania cae Aaa 
i oe gee els eee ee 
REE dc, " Oa, ANT Ky a ear, AN ky rate Oe 47g 

schreiben. Durch Ausfiihrung der Differentiation nach a,, b,, ¢, wird: 


0 oe — a4) + Gy (by — bx) + Hh (Cy — Cx) 


Pag = qk, I 0a, 4arz, 
0 Fy(ay— ay) + Gy (b, — bx) + Hi (ey — ex) 
+99 55, sare, 
om G a Ke 
4: q FE i ae, Fy (ay — ay) + x (by a bi) + Ailey aki 


Anny, 
und durch Ausfiihrung der Differentiation nach a,, b,, ¢, 


oe 221g ih ue =2::9 q F, P(g — ax) + Gi, (by — bx) + Hy (ey — ex) by — Uy 


k 
g 4 kg AMT}, Ti, 
+ 9G, AGS eines Fy(ag— ay) + Gi (by — bi) + Ha (Cy— Cn) By — Dx 
Amrkg : Anrt, kg 
4 gH, a ey H, Py dg — ay) + Guy — by) + Hy. (6, — ex) Cy— Ch 
dur 4 ye Vkg 


Driicken wir jetzt /,, G,, H, und F, G,, H, durch S, und S, und 
die Kosinusse der Winkel, WreicHe sie mit Hoh eee biter aus 
und yereinfachen die auftretenden Verbindungen dieser Richtungs- 
kosinusse und derjenigen des Radiusvektors Trg, 80 ergiebt sich 


cos 4 +8 cos 0, cos Oh 
Amr, ? 


(e) w= Gh, ie— 
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wo 6, derjenige Winkel ist, welcher zwischen dem Aktionsmomente Ss, 
und der von k& nach g gerichteten Verbindungslinie Ty der Kugeln 
liegt, 0, der entsprechende Winkel zwischen S, und der von g 
nach k gerichteten Verbindungslinie ry, und wo 6 der Winkel ist, 
den S, und S, miteinander bilden. 

Die Bégen x—0,, 6, und 0 stellen die drei Seiten eines 
sphirischen Dreiecks dar. Zwischen den Seiten a — 6, und 0, liegt 
der Winkel %, welchen die durch die Aktionsmomente und den 
Radiusvektor bestimmten beiden Ebenen bilden. Wir kénnen des- 
halb 6 mit Hilfe der Relation 


cos# = — cos 0, cos 6, + sin 0, sin 0, cos 7 


eliminieren, und es ergiebt sich als zweckmilsigster trigonometrischer 
Ausdruck der Kraftefunktion 


sin 4, sin 6; cos 4 + 2 cos 4, cos A, 
5 : 
410 "heg 


(f) Y, 


kg ae qs, Si, 

Die Kriaftefunktion enthalt in dieser letzteren Form nur solche 
geometrischen Parameter, die fiir die gegenseitigen Lagen der 
beiden Kugeln und ihrer Oscillationsachsen zu einander charakte- 
ristisch sind. Diese Parameter sind der Abstand 7,, und die drei 
Winkel &%, 6,, 6. Durch Ableitung der Kraftefunktion nach diesen 
Parametern findet man eine rein anziehende oder abstofsende Kraft 
und drei Drehungsmomente, wodurch sich die Wechselwirkungen 
zwischen den Kugeln ausdriicken lassen. 


200. Anziehung und Abstofsung zwischen oscillierenden Kugeln. 
— Die radial gerichtete, rein anziehende oder abstolsende Kraft 
zwischen den Kugeln hat den Wert 


+ @ sin Og sin Ox cos F + 2 cos Og cos Ok 
(a) kg es | mene a gq Sg Si g ae ue 
Or ng 


4 
Amry, 


und nimmt also an Intensitit umgekehrt wie die vierte Potenz des 
Abstandes ab. 

Um die Grofse und Richtung dieser Kraft in den einfachsten 
Specialfallen zu untersuchen, setzen wir zunichst * = 0, so dafs die 
Oscillationsachsen der beiden Kugeln in eine Ebene fallen. Der 
Ausdruck (a) vereinfacht sich dann auf 
sin 4g sin 0% + 2 cos 6g cos On 


kg ao, & SI 
(b) ar, = — 3¢q6,o% 


4m 
19* 


292 VIERTER TEIL. ACHTER ABSCHNITT. 


Haben jetzt die Winkel 6, und 6, die Werte Null oder a, so 
oscillieren die Kugeln lings ihrer Verbindungslinie 7,,,, und der 
Wert der Kraft reduciert sich auf 

Ow, S, 8 
(b’) Or es ae ene: 
kg kg 


Diese Kraft hat ihren gréfsten negativen oder anziehenden Wert, 
wenn die Winkel entweder beide gleich Null oder beide gleich z sind, 
so dafs die Kugeln gegen- und voneinander oscillieren (Figur 38 a), 
dagegen ihren gré{sten positiven oder abstofsenden Wert, wenn der 
eine Winkel gleich Null und der andere gleich ist, so dafs die 


Kugeln miteinander oscillieren (Figur 38 b). 

Sind die beiden Winkel 0, und 6, gleich = oder — =, SO OS- 
cillieren die Kugeln senkrecht zur Verbindungslinie r,,. Die Kraft 
betrigt dann 

Or rae hes! 


(b") or = en PETE 


kg kg 


und hat ihren gréfsten negativen oder anziehenden Wert, wenn beide 
Winkel gleich 5 oder beide gleich — 5 sind, so dals die Kugeln 
miteinander oscillieren (Figur 38c), dagegen ihren gréfsten posi- 
tiven oder abstofsenden Wert, wenn der eine Winkel gleich — _ und 
der andere gleich co ist, so dafs die Kugeln entgegengesetzt 
oscilieren (Figur 38 d). 


Ist der eine Winkel, 0,, gleich Null, der andere, 6,, gleich - 


, 
so dals eine Kugel lings der Verbindungslinie, die andere senkrecht 
zu derselben oscilliert, so verschwindet die Kraft (b) und es tritt 
weder Anziehung noch Abstofsung ein (Figur 38 e und f). 
Schhefshch betrachten wir den Fall (a), wo die Oscillations- 
achsen der beiden Kugeln in verschiedenen Ebenen liegen, und 
machen dabei die specialisierende Annahme, dafs die Oscillations- 
achsen beider Kugeln zu der Verbindungslinie senkrecht sind, also 


0, = 0, = ™ Die Kraft wird dann den Wert 


) 0 Pay asi ¢ S, Si cos 9 
Or ny tang 


N° i Tay als ee 2 a a 
haben; die Werte «* = 0 oder & = m fithren dann zu dem schon 
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betrachteten Falle (Figur 38 ¢ und d) zuriick, wo die Oscillations- 


achsen in derselben Ebene lagen. = ; giebt den Fall, wo die 


Oscillationsachsen senkrecht sowohl zu einander, als zu der Ver- 
bindungslinie sind. Figur 38 ¢ stellt diesen Fall dar, wenn der links 
gezeichnete, voll ausgezogene Kreis eine zur Ebene des Papieres 
senkrecht oscillierende Kugel darstellt. Die Kraft ist dann identisch 


Null. 


Fig. 38, a bis g. Wechselwirkungen zwischen oscillierenden Kugeln. 


201. Verschiebungen und Drehungen der oscillierenden Kugeln. 
— Die Drehungsmomente, welche die Winkel 0, und * zu ver- 
iindern suchen, haben die Werte 


gg 008 9, sin 6, cos F — 2 sin 0, cos ;, 
(a) 64, = q rn g! Pg he Anni 5) 
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Ow - « sin, sin 4, sino 
(b) aa — qS,4, = 


3 
AMT yG 


Das auf 6, wirkende Drehungsmoment brauchen wir nicht zu unter- 
suchen, da alles in Bezug auf g und & symmetrisch ist. Die Inten- 
sitit der Drehungsmomente nimmt in allen Fillen umgekehrt wie 
die dritte Potenz des Abstandes ab. 

Das Drehungsmoment in Bezug auf :* sucht die Kugeln oder 
ihre Oscillationsachsen um die Verbindungslinie der Kugeln zu 
drehen. Rechnet man 6, und 6, beide als positive Winkel kleiner 
als w, und % als positiven oder negativen Winkel zwischen a und — a, 
so sucht das Drehungsmoment immer den absoluten Wert von 
zu verkleinern. Das Drehungsmoment hat seinen gréfsten Wert 


Lees AS 
©) Poe cee 


wenn 0,, 0, und x alle den Wert = haben, so dafs die Oscillations- 


achsen sowohl aufeinander, als auf der Verbindungslinie senkrecht 
stehen (Figur 38 g). Die Kugeln suchen sich dann um ihre Ver- 
bindungslinie als Achse so zu drehen, dals der Fall Figur 38¢ 
eintritt. In dieser Lage herrscht in Bezug auf diese Drehung stabiles 
Gleichgewicht, in umgekehrter, wenn . = qa (Figur 38d) instabiles 
Gleichgewicht. Wie man sieht, ist die stabile Lage diejenige der 
gréfsten Anziehung, cle instabile diejenige der gréfsten Abstofsung. 

Wenn eine der Oscillationsachsen lings der Verbindungslinie 
der Kugeln gerichtet ist, so dals einer der Winkel 0, oder 6, den 
Wert Null oder w hat, so verschwindet dieses Drehungsmoment iden- 
tisch, also beispielsweise in den durch die Figuren 38 e und f darge- 
stellten Fallen. 

Wir betrachten dann das Drehungsmoment (a). Der Winkel 
6, kann sich auf verschiedene Weise iindern: entweder kann sich 
die QOscillationsachse der Kugel g drehen; oder die Oscillations- 
richtung der Kugel g bleibt unverindert, und die Kugel & wird 
langs einer Kreisperipherie um die Kugel g verschoben. Fiir diese 
Drehung der Kugel g und fiir die entsprechende Verschiebung der 
Kugel & gilt das Prinzip von gleicher Wirkung und Gegenwirkung, 
withrend dagegen die Drehungen, wobei sich in einem Falle der 
Winkel 6, und im anderen Falle der Winkel 0, veriindert, von- 
einander unabhangig sind. 

Wenn die Veriinderung des Winkels 0, darauf beruht, dafs 
sich die Kugel & verschiebt, so kann man auch anstatt des Drehungs- 
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momentes die lineare Kraft betrachten, welche die Kugel k bewegt. 
Den Wert dieser linearen Kraft findet man durch Division des 
Drehungsmomentes (a’) durch den Abstand v,,. Diese senkrecht zu 
der Verbindungslinie der Kugeln stehende Kraft nimmt also, genau 
wie die radial gerichtete, umgekehrt wie die vierte Potenz des Ab- 
standes ab. 

Wenn die Oscillationsachsen in ein und dieselbe Ebene fallen, 
verschwindet das Drehungsmoment (b). Dies tritt ein, wenn :? gleich 0 
oder x ist. Von diesen Werten brauchen wir nur den ersten in 
Betracht zu ziehen, wenn wir 6, und 6, sowohl positive als negative 
Werte zwischen a und —z annehmen lassen. Das Drehungs- 
moment (a) vereinfacht sich dann auf 


cos 6, sin 6), — 2 sin 4, cos 6; 


(a’) 06, =) q S, Shp dar, 


Dieses Drehungsmoment verschwindet, wenn 
at ll 
(c) ted, = ztg 4,. 


Nach dieser Gleichung kann man leicht den Wert des Winkels 6, 
konstruieren, fiir welchen das Gleichgewicht eintritt, wenn der Wert 
des unveriinderlichen Winkels 6, gegeben ist. Man erkennt leicht 
nach der Gleichung, dafs in Bezug auf diese Drehung Gleichgewicht 
herrscht in den durch Figur 38a,b,c,d dargestellten Fallen, wobei 
die Lagen der gré{sten Anziehung (a und c) stabile, die Lagen der 
grifsten Abstofsung (b und d) instabile Gleichgewichtslagen sind. 


iste 0, = = (Fig. 38e), so hat das Drehungsmoment (a’) 


seinen gréfsten Wert: 


4 AE ep aS 
(a") 06, anrg, 


und sucht den Winkel 6, zu verkleinern, so dals die Lage der 
erd{sten Anziehung (Figur 38 a) eintritt. Die Verkleinerung des 
Winkels 0, kann dabei in zweifacher Weise geschehen, durch Drehung 
der Kugel g oder durch Verschiebung der Kugel / auf einem Kreis 


7 


nmi gs etd und 0, = 0 (Figur 38f), so hat das Drehungs- 


moment den Wert 


(a) G0, ~ 1 4nrg 
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und sucht den Winkel 0, zu vergréfsern, so dafs die Anziehungs- 
lage Figur 38 c¢ eintritt. Diese Vergrofserung von #, kann wieder 
dadurch geschehen, dafs entweder die Kugel g gedreht, oder die 
Kugel & kreisformig um g verschoben wird. 

Die Anziehungen, Abstofsungen, Verschiebungen und Drehungen 
der oscillierenden Kugeln haben vollstiindig das Aussehen von Fern- 
wirkungen: jede Kugel bewegt sich so, als ob sie mit Bewulstsein 
eine bestimmte Lage relativ zu der entfernten Kugel suche. Alles 
beruht aber nur auf der Wechselwirkung jeder Kugel und den sie 
unmittelbar umgebenden Fliissigkeitsmassen: jede Kugel befindet 
sich in dem von der anderen Kugel herriihrenden Kinfallsstrome, und 
sucht sich in diesem Strome nach der Regel von der méglichst 
grofsen Zunahme der Konfliktgeschwindigkeit zu verschieben oder 
zu drehen. 


202. Analogien mit den elektrischen und magnetischen Fern- 
kraften. — Gleichzeitig mit den somit in allen Einzelheiten disku- 
tierten Fernkriiften energetischer Natur zwischen den pulsierenden 
und oscillierenden Kugeln wirkt im Verborgenen die Induktionskraft 
und zwingt, ohne jede Riicksicht auf Gleichheit der Wirkung und 
der Gegenwirkung, jede Kugel die Oscillationen der umgebenden 
Fliissigkeit mit etwas vergréfserten oder etwas verkleinerten Ampl- 
tuden mitzumachen. Diese Amplituden sind aber nicht mefsbar, 
und die entsprechenden temporiiren Aktionsmomente werden nur 
Energiekrifte héherer Ordnungen ‘veranlassen, die wegen der yvor- 
ausgesetzten beschriinkten Genauigkeit der Kraftmessungen nicht 
entdeckt werden. 'Trotzdem iibertrifft diese im Verborgenen wirkende 
Induktionskraft im Falle der kleinen Schwingungen weit die Energie- 
kraft an Intensitit (124), so dals die Wegliingen, welche die 
Kugeln in den inducierten Oscillationen zuriicklegen, grofs sind im 
Vergleich zu den Wegliingen, welche sie in ihren  sichtbaren 
progressiven Bewegungen unter dem Kinflusse der Energiekratt 
zuriicklegen. 

Von diesen, sich im Verborgenen abspielenden Vorgiingen wird 
also ein Beobachter mit beschriinktem Wahrnehmungsvermégen keine 
Ahnung haben. Er wird nur Fernkriifte entdecken, welche alle die 
in den Nrwron’schen Bewegungsgesetzen verlangten Higenschaften 
haben: sind mehr als zwei Kugeln vorhanden, so werden sich die 
von den einzelnen Kugeln herriihrenden Krifte nach dem Parallelo- 
grammgesetz zusammensetzen; die Krifte sind von den sichtbaren 
translatorischen Geschwindigkeiten der Kugeln unabhiingig; die Wir- 
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kung ist der Gegenwirkung gleich; und schliefslich ist noch hinzu- 
zufiigen, dafs die Krafte konservativer Natur sind. 

Aulser diesen Kigenschaften allgemeiner Natur tritt aber auch 
noch eine Higentiimlichkeit hervor: die Krafte zeigen eine auffillige 
Ahnlichkeit mit den Fernkriften zwischen elektrischen oder magne- 
tischen Kérpern; die fiir die Wechselwirkungen der Kugeln auf- 
gestellten Kriftefunktionen sind Ahnlich gebaut wie die Aus- 
driicke der gegenseitigen potentiellen Energie fiir elektrisch 
geladene Kérper oder fiir Elementarmagnete; interpretiert man in 
den vorhergehenden Formeln die Voluminderungsgeschwindigkeit 
als elektrische Ladung oder magnetische Polstirke, das Aktionsmoment 
(F, G, H) als magnetisches Moment, so unterscheiden sich die ent- 
wickelten Kriftefunktionsausdriicke nur um einen numerischen Faktor 
von den Ausdriicken der gegenseitigen potentiellen Energie elektrischer 
oder magnetischer Teilchen, so wie diese Ausdriicke gewohnlich ge- 
schrieben werden. Von diesem numerischen Faktor abgesehen, stellt 
dann die Kriftefunktion 196(b) fiir die Wechselwirkung pulsierender 
Kugeln die gegenseitige potentielle Energie zweier elektrisch geladener 
Teilchen oder zweier Magnetpole dar; die Kriftefunktion 197 (a) fir 
die Wechselwirkung einer pulsierenden und einer oscillierenden Kugel 
die gegenseitige potentielle Hnergie eines Magnetpoles und eines 
EKlementarmagnetes; und die Kriftefunktion 198 (a) fiir die Wechsel- 
wirkung zweier oscillierenden Kugeln die gegenseitige potentielle 
Energie zweier EKlementarmagnete. 

Noch auffilliger wird die Ahnlichkeit, wenn man die elek- 
trischen und magnetischen Formeln nicht in der traditionellen Weise 
schreibt, sondern in derjenigen Form, welche sie erhalten, wenn 
man die alten gewdhnlichen EKinheiten durch die von HEAvisiDE vor- 
geschlagenen rationellen EHinheiten ersetzt.1| Denn wenn man 
diese Einheiten benutzt, so fillt auch der numerische Faktor fort, 
und unsere Kriftefunktionen kénnen ohne weiteres als Ausdriicke 
der gegenseitigen potentiellen Energie der elektrischen oder der 
magnetischen Teilchen interpretiert werden. 

Es wird deshalb nur ein einziger Unterschied zwischen den 
hydrodynamischen und den elektrischen oder magnetischen Fern- 
kriften sein: was in dem einen Falle Kraftefunktion ist, ist im 
anderen Falle potentielle Energie. Aus der Kraftefunktion finden 
wir die Kraftkomponenten durch positive, aus der potentiellen Energie 


1 OQ. Heavisivg, Electromagnetic Theory, London 1893. Vol. I, p. 116—125. 
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durch negative Ableitung nach den Koordinaten, so dafs die Krafte 
immer entgegengesetzt gerichtet sind. 

Eine genauere systematische Untersuchung dieser inversen Ana- 
logie in ihrem Zusammenhange mit den frither schon mehrmals hervor- 
getretenen direkten Analogien werden wir uns fiir spater vorbehalten. 
Vorliufig kénnen wir aber auf Grundlage dieser Analogie zweck- 
mifsige Gedichtnisregeln aufstellen, nach denen man die Wechsel- 
wirkungen der Kugeln leicht iiberblicken kann, indem man sie mit 
den bekannten elektrischen oder magnetischen Fernwirkungen ver- 
gleicht. Am zweckmifsigsten bedienen wir uns dabei nur der Ahn- 
lichkeit mit den magnetischen Erscheinungen, wobei also die pul- 
sierende Kugel mit einem isolierten magnetischen Pole, und die 
oscillierende Kugel mit einem yollstiindigen Elementarmagnet zu 
vergleichen ist, dessen magnetische Achse mit der Oscillationsachse 
zusammenfallt. 


Zur Feststellung der Namen der Pole leitet man aus unseren 
Regeln fiir das Vorzeichen der Pulsationsintensititen und der Aktions- 
momente leicht die folgende Regel ab: 


(A) Man beobachtet die synchron pulsierenden und oscillierenden Kugeln 
wu emer gewrssen, belrebig gewdhliten Anfangszeit, und nennt eine pulsierende 
Kugel einen Nordpol, wenn sie sich xu dieser Zeit ausdehnt, einen Siid- 
pol, wenn sie sich xu dieser Zeit xusammenxieht; weiter nennt man den 
xu dieser Zeit vorangehenden Pol einer oscillierenden Kugel ihren Nord- 
pol, den nachfolgenden ihren Siidpol. 


Wenn man die Namen der Pole nach dieser Regel festgestellt 


hat, leitet man die eintretenden Fernwirkungen nach der folgenden 
Regel ab: 


(B) Die Fernwirkungen xwischen den pulsierenden und den oseil- 
huerenden Kugeln verlaufen nach den Gesetxen fiir die Fernwirkungen 
awischen magnetischen Polen und Elementarmagneten, nur nach dem ver- 
* yy ) yay Oy Aer ' . . 0 . 
kehrten Polgesetxe: gleichnamige Pole xiehen einander an, ungleichnamige 
sto/sen einander ab. 


Man iiberzeugt sich leicht von der Brauchbarkeit dieser Regel, 
beispielsweise in den durch die Figuren 36, 87 und 38 dargestellten 
Killen. Die Figuren kinnen als eine Darstellung der Bewegung 
zu der gewihlten Anfangszeit betrachtet werden; die durch einen 


punktierten iiufseren und einen voll ausgezogenen inneren Kreis dar- 
gestellten pulsierenden Kugeln sind dann Nordpole, die umgekehrt 
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durch einen voll ausgezogenen fufseren und einen punktierten inneren 
Kreis dargestellten sind Siidpole; die magnetischen Achsen der oscil- 
lerenden Kugeln sind von dem Mittelpunkte des voll ausgezogenen 
nach dem Mittelpunkte des punktierten Kreises gerichtet. 


Neunter Abschnitt. 


Hydrodynamische Fernkrafte hiéherer Ordnung. Temporiire 
Weehselwirkungen zwischen zwei Kugeln. 


203. Grenze der Brauchbarkeit unserer Formeln. — Nachdem 
jetzt die Theorie der hydrodynamischen Fernkrifte niederer Ordnung 
erledigt ist, gehen wir zur Betrachtung der Fernkriifte héherer Ord- 
nungen iiber. Dabei brauchen wir nur die Krafte zu beriicksich- 
tigen, die wir temporiire Energiekriifte genannt haben. Allerdings 
bestehen auch inducierende Kriifte héherer Ordnungen; da aber schon 
die inducierenden Kriifte der niederen Ordnungen nur verborgene 
Wirkungen haben, wird dasselbe um so mehr mit den inducierenden 
Kriften héherer Ordnung der Fall sein. 

Wenn wir zu der Untersuchung dieser héheren Energiekriifte 
iibergehen, kénnen wir uns auf den Standpunkt eines Beobachters 
gestellt denken, der aufser den schon untersuchten Kriften, die klein 
zweiter bis vierter Ordnung waren, auch noch im stande ist, Krifte 
fiinfter bis siebenter Ordnung zu messen. 

Dabei ist aber zu bemerken, dafs wir die Grenze der Verwend- 
barkeit unserer fundamentalen Kraftformeln iiberschreiten, sofern 
nicht gewisse Reservationen gemacht werden. 

Die temporiiren Krifte sind klein fiinfter Ordnung, wenn sie 
nur auf Voluminderungen, und siebenter Ordnung, wenn sie nur auf 
Translationsbewegungen beruhen. Gleichzeitig sind unsere Funda- 
mentalformeln nach dem Satze 159 brauchbar zur Diskussion von 
kleinen Kriften sechster Ordnung einschliefslich, sofern pulsierende 
Kugeln vorkommen, und achter Ordnung einschliefslich, sofern keine 
pulsierenden, sondern nur oscillierende Kugeln vorkommen. Nehmen 
wir deshalb gleichzeitige Pulsationen und Oscillationen der Kugeln 
an, so kénnen die nicht beriicksichtigten Kraftglieder die gleiche 
Grifse wie die beritcksichtigten erreichen. Diesem Ubelstande werden 
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wir aber entgehen, wenn wir eine der beiden folgenden Voraus- 
setzungen machen: 


Im Kugelsystem kommen Pulsationen vor, nicht aber andere Oscilla- 
tionen, als die von entfernten pulsierenden Kugeln mducierten. 


Oder: 


Im Kugelsystem kommen permanente Oscillationen beliebiger Intensitat 


vor, nicht aber Pulsationen. 


Kinleitungsweise werden wir jetzt erst die beiden einfachsten 
Fille temporiirer Fernkraft explicite untersuchen, wo nur zwei 
Kugeln vorkommen, von denen die eine neutral, die andere entweder 
pulsierend oder oscillierend ist. 


204. Inducierende Wirkung einer pulsierenden Kugel auf eine 
neutrale. — Von den beiden Kugeln sei zuniichst die eine k nur 
pulsierend, die andere g von unyeriinderlichem Volumen und ohne 
Kigenbewegung der Fliissigkeit iiberlassen. 

Die pulsierende Kugel erzeugt dann, wenn sie allein vorhanden 
ist, einen Strom mit dem Potential: 


(a) ae eee 


Dieser Strom wirkt auf die Kugel g inducierend, so dafs dieselbe 
ee ve i ee . ve, 

ein temporires Aktionsmoment (/j, G,, H,) erbiilt. Mit diesem 
Aktionsmoment in eine urspriinglich ruhende Fliissigkeit eingebracht, 
wiirde sie einen Strom mit dem Potential 


+t 0 1 +t O 1 ; 
b a Re Deby bh eee : 
( ) fy By, Oa, An? a Gy 0b, 4nr, te H, 


g 


a) 1 
dc, 4ur, J 
erzeugen. 


Die hier auftretenden temporiiren Aktionsmomente haben nach 
121 die Werte: 


nt ee OF * 

OP ga Mame: 

fr) ‘a ee or das Q, ) 
( ) G = 5} we BD 1q g b 


wo Q, die Dichte der Kugel g ist, und wo (@, 2,7) die Geschwindig- 
keit darstellt, welche der von der Kugel & herrithrende Kinfallsstrom 
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im Punkte g hat. Das inducierte Aktionsmoment der Kugel g ist 
also immer lings der Stromlinien des. von der pulsierenden Kugel & 
ausgehenden Aktionsstromes gerichtet. 

Die expliciten Ausdriicke dieses Aktionsmomentes, wenn wir es 
als das Resultat der Thitigkeit einer von der Kugel & ausgehenden 
fernwirkenden Induktionskraft betrachten, erhalten wir, wenn wir 
a, @, 7 als die Ableitungen nach a »» 0, und ¢, des Potentials (¢,) 
darstellen. Also: 


g 


: = (as WER 
Fe ao sapien qd QO, OMe at ke 
g 2 Oy as rq Hy Oa, 4AM ig 
d row es ie Qo ol t Ey : 
(d) 1g 20,+h¢ i, Ob, 427 xy 


ls Oy iy 0 Ey, 
O,+4¢ g OC, AMT ig 


= 
| 


ne 
2 


Wahrend die von & ausgehende fernwirkende Induktionskraft 
dieses Aktionsmoment in g induciert, wird die Kugel g wiederum 
ein Aktionsmoment in der Kugel & inducieren. Es besteht aber kein 
Gegenwirkungsprincip fiir die Induktionskraft; die Induktionen hin 
und zuriick sind von verschiedenen, und zwar immer steigenden 
Gréfsenordnungen, so dafs wir alle héheren Induktionen aufser Be- 
tracht setzen kénnen. 


205. Kraftefunktion der energetischen Wechselwirkung zwischen 
einer pulsierenden und einer neutralen Kugel. — Die Hnergiekrifte, 
mit denen unter diesen Umstiinden die Kugeln & und g gegenseitig 
aufeinander wirken, haben die allgemeine Form 160(e) und beruhen 
darauf, dafs sich die Kugel g mit ihrem inducierten Aktionsmoment 
in demjenigen Strome befindet, welcher von den Pulsationen der 
Kugel & herriihrt, und dafs sich umgekehrt die pulsierende Kugel 
in demjenigen Strome befindet, welcher von den temporiir inducierten 
Oscillationen der Kugel g herrihrt. 

Die gegen g wirkende Energiekraft hat deshalb die a-Komponente 


(a) Xuy re 7 | (a)p is a (a)p Gy a (tp Hy}, 
WO (u)p, (@p)p, +++ diejenigen zweiten Ableitungen sind, welche ¢, 


im Punkte gy hat. Und die Riickwirkung der Kugel g auf die Kugel k 
hat die «-Komponente 
(b) Xi Sd Where ch, By 
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wo a, die x- Komponente derjenigen Geschwindigkeit bedeutet, welche 
der von den temporiiren Oscillationen der Kugel g herriihrende 
Hinfallsstrom im Punkte hat. 

Die erste dieser Krifte haben wir schon studiert (134—136); 
nur dafs wir im vorliegenden Falle explicite diejenige entfernte 
Kugel & beriicksichtigen, welche den die Kugel g umgebenden Strom 
erzeugt. Nach der Substitution der Werte 204(c) der Komponenten 
des inducierten Aktionsmomentes in die Formel (a) nimmt die 
Kraft die potentielle Form 134(c) an, wo die Kriftefunktion den 
Wert 


pa Pa a ie Po 42 52 ay? 

(c) ee g7 do * ul ap + AB + 73 

hat, oder schliefslich, wenn wir @,, fe >? VY» als die Ableitungen von 
gy, 1m Punkte g ausdriicken: 


, al 2 ; 2 EB; 2 
Rt, oe ty eT (5 zt} (5) a )\ 
( ) kg 44 Q, + 4+q E, Od, ANT kg, ay 0b, ANT kg se Oc, ATT kg , 


Um die zweite Kraft (b) explicite zu berechnen, haben wir 
c,, B, 7, aus gy, zu bilden durch Differentiation nach a, y, x und 
nachherige Substitution e=a,, y=b,, *=c, Das «, y, x» kommt 
nur in r, vor. Bei der Differentiation dieser Grofse kénnen wir r 
durch "g ersetzen, und nach a,, b,, ¢, differentiieren. Die erste Ge- 
schwindigkeitskomponente erhalten. wir deshalb in der Form: 


f ant o? 1 ye Oe 1 Se eh: 1 


6 ee ens 
A ake te SN i Ee 
\ "0a, Ody 477 xy I Oa, Oby ANT ig 90a, 0Cy 4nTig 


Mier haben wir zum ersten Male ein Beispiel des oft erwiihnten 

Falles, wo man nicht in der Weise vorgehen darf, dafs man erst in 

g, die Substitution ausfiihrt und dann das (p,), nach a,, b,, &, diffe- 

inane Denn das gy, enthalt schon vor der Substitution a,, b,, ¢, 

da namlich diese Gréfsen in den Koéfficienten F", G', H! vork 

und nach den in diese Koéfficienten ia he " 3 oe sree 
x? ns 


differentiiert werden. 
Als Ausdrack der ersten Kraftkomponente X,, fmdet man jetzt: 


aS = a 7 ae 2 eee — 
\ g Oa, 0a, ATT Ky I Oa, Ob, ATT ng a 90a, Oc, ATCT, 


Ey 8, (at a ee 


Durch Einsetzen der Werte 204 (a) von F%, Gi, Hi scheidet sich der 
Faktor | 
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d Qs 
(¢) lr meres 9 


aus, wihrend die Parenthese die Form 


0 OF, 0? Fi, Oo kh 0? Ey Oo Ey o? E, 


Oa, Amr ig 04,00, AMrp, | Ob, AUT py OayOb, An. OC, Amrig OA,0C, ANT ky 


annimmt. Dies ist die Ableitung nach a, von dem Polynom: 


0 2B, \ @ B \ 0 th \? 
«) + (on tan) s Gyiesd a5 te eel 


Das Produkt dieses Polynoms in dem Faktor (d) stellt also die 
Kraftefunktion der gesuchten Kraft dar. Diese Kraftefunktion ist 
aber mit der oben gefundenen (c) identisch. 


Die Wirkung und die Gegenwirkung lassen sich also durch 
dieselbe Kraftefunktion YW, ausdriicken, und aus der entgegen- 
gesetzten Gleichheit der Ableitungen folgt die entgegengesetzte 
Gleichheit der Krifte. 


206. Inducierende Wirkung einer oscillierenden Kugel auf eine 
neutrale. — Hs seien wieder nur zwei Kugeln vorhanden, eine Kugel & 
mit permanenten Oscillationen und eine Kugel g, welche nur die 
von & herriihrenden, inducierten Oscillationen besitzt. 


Die Geschwindigkeitspotentiale der beiden Kugeln kénnen dann 


~p oO 1 0 1 “p O 1 
eget Le pe Me ye 
Fic cs Ht Ody Anr, uF Gi O by ANT; - i, OC; Tan | 
(a) 
eet Oi nig ye eh il) 
(Ain \ 90a, 4x7, "9 8b, 4nr, Idec, 4nr, J 


geschrieben werden. Hier ist das Aktionsmoment (fF, Gj, H,) der 
Kugel g ein induciertes, dessen Komponenten durch die Formeln 
204(c) gegeben sind. Dasselbe ist also der Geschwindigkeit in dem 
der Kugel & zugehérenden Felde proportional und folglich lings 
der Stromlinien dieses Feldes gerichtet. 

Driicken wir das ¢, 6, 7 dieser Formeln als die Komponenten 
derjenigen Geschwindigkeit aus, welche der von der Kugel k her- 
riihrende Hinfallsstrom im Punkte g hat, so ergiebt sich explicite 
fiir das inducierte Aktionsmoment 
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p x (ok 1 - ‘p 0? 1 
+t g— Vo ; Cee VP Oe AS: 
sa es $ On +hq 4g {Fe 2 Oa, Ody, ATT iy Gr Oa, Ob, ATT ky B Oa, OC, 417g 
= a Or 1 Spm 1 sp OF 1 \ 

= 3 4q OF ‘a me et = 
(b) Gi, MEP Bh QO, + t qd | ie Ob, Oa, ATPL eg r Me Ob, Ob; 41 ng : Ob, OC. ATT jeg 
3 ao ie 6? 1 “p oe? 1 7P (ol 1 

oy ery = ie 9 \ Fe Oc, Oa, Anry, |  * Oly Ody 477 ig * Oe, OC. Amey 


Diese Ausdriicke geben das inducierte Aktionsmoment der Kugel g 
als eine Grofse, deren Ursprung auf die Wirksamkeit der von der 
Kugel & ausgehenden inducierenden Fernkraft zuriickzufiihren ist. 

Die inducierende Gegenwirkung der Kugel g auf die Kugel & 
kann wieder als eine Wirkung héherer Ordnung vernachlissigt 
werden. 


207. Kraftefunktion der energetischen Wechselwirkung zwischen 
einer oscillierenden und einer neutralen Kugel. — Nach den allge- 
meinen Formeln 160 (e) finden wir als x-Komponente derjenigen 
temporiiren Energiekraft, welche die Kugel g erleidet 


(a) Xyg = — 1 | (Gap M+ (daly 6 + (G) 


Tt 
kg P Hi} i 
WO (ta), (&),,» (@,), Caejenigen deformativen Geschwindigkeitskompo- 
nenten sind, welche der von den permanenten Oscillationen der 
Kugel & ausgehende Aktionsstrom im Punkte g hat. Aus denselben 
allgemeinen Formeln findet man fiir die Gegenwirkung, welche g 


gegen k ausiibt, die 2-Komponente 
(b) Kok aah Saar | (da) Fp se (ae), Ge a (@,), Hy} ; 


wo umgekehrt (d.),, (@),, (@,), diejenigen deformativen Geschwindig- 
keiten bedeuten, welche der von den inducierten Oscillationen der 
Kugel g ausgehende Aktionsstrom im Punkte & hat. 

Die erste dieser Krifte hat wieder eine Kraftefunktion von 
der bekannten Form 205(c), die der Energie des Einfallsstromes 
proportional ist, in dem sich die Kugel g befindet. Fiihren wir 
hier die 5S ns Ausdriicke der Geschwindigkeitskomponenten 


&, Pr» %p em, 8o ergiebt sich als Kriiftefunktion derjenigen Kraft, 
mit der & auf g wirkt: 
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‘ia tre Qy E, —(# 0 1 Pp 0 1 +p 0 1 Q 
i ae ! id Qitt4 Gano Ody, Amr, Bate Ob;, 4701 y4 + At OG, ra 
) a) 1 1 +p O 1 a 
FP -p 
+ EE ‘ “ Od; 407 yy + Gh ae ANT yg tt 0G, ell 


+ [Z(ie 1 q@p? 1, pp @ male 


I ik 
OC, Oa, AMT, 0b, dry * Oe, ANT 4 


Um die Gegenwirkung der Kugel g gegen die Kugel & zu 
untersuchen, miissen wir aus g, ie im Ausdrucke von X,, vor- 
kommenden deformativen Geschwindigkeiten (¢,),, (dg), (@,), bilden. 
Dies geschieht durch zweimalige Differentiation von py, nach 2, y 
und % und nachherige Substitution « = a,, y= b,,% = ¢,. Das 
Resultat lafst sich, wie man sofort sieht, in der folgenden Form aus- 
driicken, wo a, y, x schon verschwunden sind: 


(a) yt {F; Jeg as Ce nC ee ke ae eee Sy ies 
matt moo? da, ATT yg an ad az db, Amr, ed 0a; dc, Amro} 
2 it of 1 st 63 1 uf 03 1 
(as), a — {Fy Oa, Obj. 0h, ATT rg Gy O.ay,0b, 0b, Pepe Oa; 0b; 06, ar 
st 0° 1 vt 08 1 tos 1 
oa G : 
(a), I Oa; OC; Ody 40 Tig aaa O04. 06.0 by 40g I Oa, Oy Oy 47 Teg 


Zu diesen Formeln wird man dagegen nicht kommen, wenn man 
in g, erst die Substitution « = a,, y = b,, * =, ausfihrt, und 
nachher nach a,, b,, ¢, differentiiert. 

Wenn wir diese Werte im Ausdrucke von X,, einfiihren, er- 


giebt sich 


{pe 1 it ene SLO pit ano 1 
Age = ey Fy oe: Ann, ea da; Ob, dry, Se? daz dc, AMT hy 
08 i 08 1 8 1 
GP Hy 
+ GF Pia 00,04, 477 ig + Gi Gag 00,06, 407 py wane 9 0a4,0b, 06 407 pg 
p ayt (oka 1 Dp sb 08 1 4+ He Ht oO? 1 
ere Oa, 06,00, 407 pg + Ht 05a, 80,00, tar, 9 Oy, OC, 06, 4707 yf * 


Wenn wir hier nach 206(b) die Werte von 7, Gj, H, substituieren, 
go scheidet sich ein gemeinschaftlicher Faktor 


=U pF 
(d) — 499 Eka 


BJERKNES, Vorlesungen. I. 


20 
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aus, wihrend die Parenthese ein homogenes Polynom zweiten Grades 
in F?, G?, HR wird. Der Koefficient von F?? wird die Form 


(hd 1 (oh 1 0? ul 08 a - 0? 1 03 1 
0A, 0, 47 Tig dap 0a, Amt Vox i 0b, 0a, 41 Tig OAZOb, Ang, Oly Ody, AMTig 0a*0ce, 40 rx 


haben, und lifst sich folglich einfacher 


2 1 2 0” 1 2 oO? 1 2 
il (alec ct) + (ala at) * also 
UN, 0a, Oa, An Trg Ob, Oa, An Trg OC, Oa, 4a Vg 


schreiben. In ahnlicher Weise werden die Koefficienten von Gf” 


und Hf” Ableitungen nach a, von Ausdriicken, die man nach 
Symmetrie bildet. Weiter findet man als Koefficient des rekt- 
anguliren Gliedes Gj H?: 


1 68 1 


1 | GP il Oe il Ce 0° 1 ie 0? 
0a, 0b; Trg OA, OCLOUy Tyr: 0b, 00; Tig OG;,06,0b, Tor 06, Ob: Tig Cay OC, OCy Tox 


(470)* 


@ 1 08 1 (ee a 03 1 ke 0? 1 oh 1 
Oty OC, Treg Oa7,0b;,0d, V gk Ob, Oc, Tg Oa; 0b;,0b, Tok 0¢, OC, Vg Oa; Ob; OC, =| 


oder einfacher: 


1 0 0? 1 1 oO? 1 o? 1 oO 1 (oh 1 
(42)? Oa; | Oa, 0b; Tig Og OCK Tox 0b, Obx Trg Ob, OC; Tox ie 06, Ob; Trg OC, OCy = 


Die Koefficienten von H?F? und F2 GP sind Ableitungen nach 
a, von ihnlichen Ausdriicken, die man nach Symmetrie aus dem 
Klammerausdrucke bildet. Das zu bildende Polynom lifst sich des- 
halb als die Ableitung nach a, von dem Ausdrucke 


| 1\2 a= 1\3 a= 1\3 
1} — ——— — 
ae aa Hales day a i Oa, ll x & day, =| | 
+ p2 a4 ou \e 
si lleha sl aia 
2 | Ba, 0 righ = Ob, Oa Teg + 


+p ee ah Ne ee aN : 
sitl(in2? + (atct) + (ate? 
ance Oa, OCK Tig Es Ob, Oc, s Oe, OK Trg 


y g ? ag 
(°) " ae: fy 
+ Ge Ht 5 ee eae ee Gi 1 Soran 
Ga, OD, Tig Ody OCy Tey + Ob, OD, Tae Ob; OC Try Oly OD Fig OC Oy Tuy 
ee! GPP Ee pa: ee a 1 eR 2 2 
+ HP Be in em ee ue 
Oty Bei Fig Oy Oe Pig — OBy OK Pry Ady Dax Try J Oe, ACK Tig Oey Oay a 


+E aE ap ene oj: wae 
Oty Ody Try Ody Ob; Tig Ody Oy Tig Ob, Od% Trg = OC, Ox Tig OC, Ob; =| 


TEMPORARE KRAFTE ZWISCHEN ZWEI KUGELN. 307 


schreiben. Das Produkt dieses Ausdruckes (e) in den Faktor (d) 
stellt also die Kriftefunktion der gesuchten Kraft dar. Man be- 
merkt, dafs diejenigen Glieder des Ausdruckes (e), die derselben 
Vertikalkolonne angehiren, vollstiindige Quadrate von Trinomen dar- 
stellen, und dafs diese Trinome wieder Ableitungen nach a,,b, und ¢, 
eines und desselben Trinomes 


Ay, AG} a ; 
fa ee ee | 


k Oa, AT Tig k Ob, ATV ig k Oc, AMT Kg 


sind. Die Kraftefunktion wird also mit der schon gefundenen 
(c) identisch, und es zeigt sich, dafs diejenige Kraft, welche die 
Kugel & angreift, durch Ableitung nach a,,d,,¢, von derselben 
Funktion in wird, deren Ableitungen nach a,, b,, 6, die Kraft 
gegen die Kugel g darstellen. 

Auch in diesem Falle ist also die Wirkung der Gegenwirkung 
gleich, und beide Wirkungen lassen sich durch eine einzige Krafte- 
funktion darstellen. 


208. Hinfachste Formen der Kraftefunktionen und der Kraft- 
komponenten. — Wir haben also in den beiden betrachteten ein- 
fachen Fallen mit Kriften zu thun, die dem Gegenwirkungsprinzip 
gehorchen. Es geniigt dann vollstindig, die Wirkung der aktiven 
Kugel & gegen die urspriinglich neutrale Kugel g zu betrachten. 
Wir haben dann den schon vom rein hydrodynamischen Standpunkte 
aus diskutierten Fall der energetischen Kraft gegen eine dem oscil- 
lierenden Fliissigkeitsstrome iiberlassene neutrale Kugel (134—136). 
Die Kriftefunktionen 205(c’) und 207(c) sind die Ausdriicke der 
Energie t des Stromfeldes, welches die aktive Kugel & umgiebt, 
multipliciert mit — 3H, und mit dem Koefficienten der inducierten 
Konfliktgeschwindigkeit (135). 

Wenn man das Parentheseglied in 205 (c’) ausfiihrt, erhalt man 
das Potential fiir die Wechselwirkung zwischen der pulsierenden und 
der neutralen Kugel in die Form 


— % Ey \? 
(a) Cae 119, +} vc Br (aarp, : 
Die Flichen &,, = const, stellen konzentrische Kugeln um den 


Punkt & dar und fallen mit den isoenergetischen Flachen t = const. 
zusammen. Die Kraft wird eine rein radiale Kraft, die den Wert 


; OMe ies Cie Qu BH Ey 
(b) Orn a 1O,44q° 94m? re, 


20* 
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hat. Das Vorzeichen hiingt von der Differenz der Dichtigkeiten 
q — Q, ab. Die Formel enthilt also das folgende Resultat: 

Die temporire Energiekraft, mit der eine pulsierende Kugel auf eime 
neutrale wirkt, und mit der die neutrale Kugel auf die pulsierende xurtick- 
wirkt, ist der reciproken fiinften Potenx der Entfernung und dem Quadrat 
der Pulsationsintensitat der pulsierenden Kugel proportional. 

Die Kraft ist absto[send, wenn die neutrale Kugel leichter, dagegen 
anxiehend, wenn sie schwerer als die Fliissigkett ist. 

Das Resultat stimmt vollkommen mit dem in 186 gefundenen 
iiberein, wonach sich die leichte Kugel in der Richtung abnehmen- 
der, die schwere in der Richtung zunehmender Stromenergie bewegt. 

Die Kriaftefunktion 207 (c) fir die temporire Wirkung der oscil- 
lierenden Kugel nimmt ihre einfachste Form an, wenn wir das in 
der Parenthese vorkommende Quadrat der Geschwindigkeit aus dem 
in Polarkoordinaten ausgedriickten Geschwindigkeitspotential der 
Kugel & ableiten. Es ist dann 


Pu dart? 


wo S, das permanente Aktionsmoment der Kugel & mit den Kompo- 
nenten F?, Gv, He ist. Es wird dann 


<I 


Oge _ S;,, cos 6 0 Dx S;, sin 6 


Or 4nrs ? rae 4nrs ~ 


Wenn wir quadrieren, addieren und eine einfache Reduktion aus- 
fithren, ergiebt sich 


6 yx \? Oq.\2? _ ( & \2 , 
ee) ze (oe) = (5) (3 cos?4 + 1). 


Fiihren wir dies anstatt des Klammerausdruckes in 207(c) ein und 
indentificieren 7 mit 7, so finden wir als einfachste Form der Kriifte- 
funktion fiir die Wechselwirkung einer oscillierenden und einer neu- 
tralen Kugel: 


(c) E, = 


¢ a0 
An "ig 


2 ae Ms x, ( Se "(8 00s? + Ty 


| 

| 
Cs 
aS 

| 


Wir betrachten den Punkt & als den Pol des benutzten polaren 
Koordinatsystems. %,, = const. stellt dann eine Flichenschar dar, 
welche sich mit den isoenergetischen Fliichen des der Kugel k zu- 


gehérenden Stromfeldes deckt. Diese Flichen haben also die 
Gleichung 
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(d) r° = C(3cos 76 + 1) 


und kénnen sehr angenihert als Umdrehungsellipsoide betrachtet 
werden, deren Umdrehungsachse mit der Oscillationsrichtung der 
Kugel & zusammenfillt, und sich wie V4 : 1 oder 1,26: 1 zur Aqua- 
torialen Achse verhiilt. 

Die zu diesen Flichen senkrecht gerichtete Kraft, welche die 
Kugel & angreift, ist also nicht mehr eine reine Centralkraft. Doch 
sind die Abweichungen von der centralen Richtung nicht grofs, so 
dafs man im wesentlichen nur mit einer Anziehung oder mit einer 
Abstofsung zu thun hat. Die radiale und die meridionale Kraft- 
komponente sind 


0 Po, 9 qd —_ Q, 82 A 

Ory w q Ome! Gari, cos 70 + 1) 
Oe paste) Gi Q, S? 7 

Ty00  ? 2 Q,+4¢° 4 (4x? Thy cos Osin 0. 


Die Kraft nimmt also wie die umgekehrte siebente Potenz der 
Entfernung ab. Das Verhiltnis der Meridiankomponente zu der 
radialen ist durch den Bruch 


cos 6 sin 4 
83 cos? 6 +1 


gegeben, welcher also die T'angente desjenigen Winkels darstellt, 
welchen die Resultantkraft mit der Verbindungslinie nach der anderen 
Kugel bildet. Das Maximum dieses Ablenkungswinkels tritt ein, wenn 
tg 6 = 2; seine Tangente betrigt dann nur 1. 

Die Wechselwirkung einer oscillierenden und einer neutralen 
Kugel wird also der Hauptsache nach durch den folgenden Satz 
beschrieben: 

Die temporire Energiekraft, mit der eine oscillierende Kugel auf eine 
neutrale wirkt, und mit der die neutrale Kugel xuriickworkt, ist vm wesent- 
lichen eine rein anxiehende oder absto[sende Kraft, deren Intensitat der 
reciproken siebenten Potenx der Entfernung und dem Quadrat des Aktions- 
momentes der oscillierenden Kugel proportional ast. 

Die Kraft ist abstofsend, wenn die neutrale Kugel leichter, anxiehend, 
wenn sie schwerer als die Fliissigkeit ast. 


209. Gleichzeitige permanente und temporare Krafte zwischen 
zwei pulsierenden Kugeln. — Oben haben wir immer die eine Kugel 
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als urspriinglich neutral betrachtet. Jede Kugel wird aber temporiire 
Schwingungen annehmen, ganz davon unabhingig, ob sie vorher 
permanente Pulsationen oder Oscillationen besitzt oder nicht. Die 
inducierten Oscillationen werden sich einfach den permanenten 
iiberlagern, und entsprechend wird sich die temporiare Kraft der 
permanenten superponieren. 

So wird beispielsweise die Kraftefunktion der gleichzeitig wirken- 
den permanenten und temporiiren Krifte zwischen zwei pulsierenden 
Kugeln g und k: 


a ab os jie NC =a E, 2 
ap ant Gane ta Oni ge 4 ad =o 4, cae) 
Das erste Glied stellt hier die permanente Wechselwirkung der 
Kugeln dar, das zweite Glied die temporire Wechselwirkung, insofern 
sie auf den Pulsationen der Kugel & und den inducierten Oscil- 
lationen der Kugel g beruht, das dritte Glied endlich stellt die 
temporiire Wechselwirkung dar, insofern sie auf den Pulsationen 
der Kugel g und den inducierten Oscillationen der Kugel & beruht. 
Denken wir uns zur Vereinfachung, dafs beide Kugeln gleiche 
Dichten, Q, = Q, = Q, und gleiche Volumina, HE, = H, = £, 
haben, so reduciert sich Y, aut 


Hine BAe By Ex pha ben's Ex + By 
hg ~— *Agty, 44 Q0+4¢q (42774)? : 


Sind beide Kugeln gleich pulsierend und beide dichter als 
die Fliissigkeit, so wirken die permanente und die temporiire Kraft 
beide anziehend. Sind sie entgegengesetzt pulsierend und _ beide 
leichter als die Fliissigkeit, so wirken beide Kriifte abstofsend. Die 
infolge der Pulsationen wirkenden Kriifte werden dann von den 
temporiren Kriften nur verstirkt. Das Entgegengesetzte wird da- 
gegen der Fall sein, wenn die gleich pulsierenden Kugeln beide 
leichter, und die entgegengesetzt pulsierenden beide schwerer als 
die Fliissigkeit sind. Untersuchen wir, inwieweit dann die tem- 
poritre Kraft die permanente aufheben kann. 

Der Ausdruck der Kraft wird: 


Ow, E, FE, = Me + Be 
Tet = gph 8g Oe 
req kg O++¢q (4 7) "hg 


Diese Kraft verschwindet, wenn 
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4nri, Ht, = 33>" BBE + 23) 


oder, wenn wir E durch 47d? ersetzen, und nach T,, autldsen, 


Pg Oso Rtae in 


ie = 2d ——e 
kg ORG Lin 


Fir die unendlich leichte Kugel wird 


3 Re+ Hi? 


Tig = 2d oF E, ) 


und fiir die unendlich schwere Kugel 


Man erkennt leicht, dass die Gréfsen unter dem Wurzelzeichen 
nur dann gréfser als'1, und folglich der Centralabstand der Kugeln 
gréfser als der kleinste mégliche Wert 2d sein kann, wenn H, und 
E 3 verschiedene Werte haben. Sind aber beide Kugeln gleich stark 
pulsierend, so wird die temporire Kraft nicht die permanente iiber- 
winden kénnen. Nimmt man aber # und HH, von einander ver- 
schieden an, so wird dasjenige 7,, bei dem Gleichgewicht eintritt, 
beliebig grofs werden kénnen. Bei Kugeln, die verschiedene Pul- 
sationsintensitaten haben, wird man deshalb die folgenden Er- 


scheinungen wahrnehmen kénnen: 


Schwere, entgegengesetxt pulsierende Kugeln stofsen eimander in gro/sen 
Abstiinden ab und xiehen einander in kleinen Abstinden an. Ber einem 
gewissen, mittleren Abstand herrscht labiles Gleichgewrcht. 


Leichte, gleich pulsierende Kugeln xiehen einander in gro/sen Abstanden 
an und sto/sen einander in kleinen Abstinden ab. Bei einem gewissen, 
mittleren Abstand herrscht stabiles Gleichgewrcht. 


Analoge Resultate fiir leichte und schwere oscillierende Kugeln 
kann man auch ohne Schwierigkeit ableiten. 
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Zehnter Abschnitt. 


Die nicht unabhiingige Wirkung der hydrodynamischen 
Fernkriifte héherer Ordnung. 


210. Zu den allgemeinen Eigenschaften der temporaren Fern- 
krafte. — In den eben durchgefiihrten Beispielen von der temporaren 
Wechselwirkung zwischen zwei Kugeln hat es sich gezeigt, dafs das 
Gegenwirkungsprinzip giltig bleibt. Was im tibrigen die all- 
gemeinen Higenschaften der temporiren Energiekrafte betrifft, so 
war unser Beweis fiir die konservative Natur der hydrodyna- 
mischen Krifte durchaus allgemeingiiltig, so dafs diese Eigenschaft 
auch im besonderen den temporaren Kraften oder tiberhaupt allen 
Kriften héherer Ordnung zukommt. Endlich folgt das Prinzip von 
der Unabhingigkeit der Krafte von der progressiven sicht- 
baren Geschwindigkeit der Kugeln unmittelbar aus den in 
137 angestellten Betrachtungen. 


In einer Beziehung unterscheiden sich aber die Krifte héherer 
Ordnung von denjenigen niederer Ordnung. Der Unterschied hat 
sich in den durchgefiihrten Beispielen noch nicht gezeigt, weil wir 
die Wirkung zwischen nur zwei Kugeln betrachtet haben; er wird 
aber sofort hervortreten, wenn wir die temporiiren Wirkungen 
zwischen mehr als zwei Kugeln untersuchen. 

Wir wollen den Fall betrachten, dafs eine neutrale Kugel g 
der Wirkung zweier entfernter, permanent pulsierender oder os- 
cillierender Kugeln & und h ausgesetzt ist. 


Die Kraft, welche die neutrale Kugel angreift, hat nach 160(e) 
die «-Komponente: 


(a) Ro — 9 {tal + eG +0, Hl, 


wo (F, G, H) das temporire Aktionsmoment der Kugel g ist, und 
a, dp, &, deformative Geschwindigkeiten des von den Kugeln k und h 
herrithrenden permanenten Einfallsstromes sind. 

Wir kénnen nun die Kraftkomponente (a) in formell genau der- 
selben Weise zerlegen, wie wir in 168 die Komponenten der hydro- 
dynamischen Fernkriifte niederer Ordnung zerlegten. Also 


(b) = X, + Pic 
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WO 


X, = — 1 (a) B+ (dp), @ + (aH! 


X, = 9 { (da P+ (ep), +(e), 21, 
WO (Gq), (@),, (@,), deformative Geschwindigkeiten des von der 
Kugel k, (da), (@), (@,), deformative Geschwindigkeiten des von 
der Kugel A herrtthrenden Partialstromes sind. 

Nach Analogie von 168 kénnen wir dann (X,, Y,, Z,) als eine 
von der Kugel &, und (X,, Y,, Z,) als eine von der Kugel h her- 
riihrende Fernkraft auffassen. Wir richten dann unsere Aufmerksam- 
keit auf die von der Kugel & herrithrende Kraft (X,, Y,, Z,), und 
messen ihre Intensitét, wihrend wir gleichzeitig die Kugel 2 von 
Lage zu Lage verschieben: wir werden dann finden, dafs die von 
der Kugel & ausgehende Kraft von der Lage der anderen Kugel h 
abhingig ist. Denn das Aktionsmoment (FP, G, H) der Kugel g, das 
in den Ausdruck der Kraft (X,, Y,,, Z,) eingeht, ist ein induciertes, 
als solches der Geschwindigkeit (@, 6, 7) des Hinfallsstromes pro- 
portional, und dieser Hinfallsstrom wird seine Intensitaét mit der Lage 
der Kugel h verindern. Es wird deshalb durch keinen Versuch 
gelingen, die Krifte (X,, Y,, Z,) und (X,, Y,,, Z,) voneinander zu iso- 
lieren und getrennt zu messen. Die Zerlegung (c) bleibt also eine 
willkiirliche, rein mathematische, und die entsprechenden Kriafte 
(X,,, Y,,, Z,) und (X,,, Y;,, Z,) bleiben reine Rechengréfsen, deren mathe- 
matische Bedeutung darin liegt, dafs sie die Kraft (X, Y, Z) als Vektor- 
summe haben. 

Wenn wir einmal die Kugel h und ein anderes Mal die Kugel & 
ins Unendliche entfernen, so werden X, und X, die Grenzwerte 


iy = = 9 | (Ga), Fy + (G7) Gi, + (a), H,| 
(d) . * . 
Xun, a ag { (@a), L, I (Gp) Gi, ae (a, Ne Ht, | 


erhalten, wo (F',, G,, H,) das von der Kugel & allein, und (F,, ey, 186 
das von der Kugel h allein herriihrende Aktionsmoment ist. 

Die durch (d) definierten Krafte (Xy,, Ya, 4q) und (Agas Vans Zn) 
sind also die Kriafte, welche die Kugeln & und h ausiiben, wenn 
jede derselben allein vorhanden ist. Sie sind also voneinander 
isolierbar und getrennt mefsbar, und man muls ihnen deshalb 


314 VIERTER TEIL. ZEHNTER ABSCHNITT. 


dieselbe physikalische Realitét als der Kraft (X, Y, Z) zuschreiben. 
Ihre Vektorsumme ist aber nicht gleich (X, Y, 2). 

Was wir hier fiir den Fall zweier wirkender Kugeln abgeleitet 
haben, wird sofort auf den Fall beliebig vieler wirkender Kugeln 
iibertragen werden kénnen. Selbst wenn es auch, wie wir spiter sehen 
werden, Fille giebt, wo die temporiren Krifte wieder das einfache 
Verhalten der Krifte niederer Ordnung zeigen, sind wir doch be- 
rechtigt, als Gegensatz zu dem Satze 168 iiber die Krafte niederer 
Ordnung den folgenden Satz aufzustellen: 

Fiir die hydrodynamischen Fernkriifte hiherer Ordnungen ist das Prinxip 
von der ungestirten Superposition der Kriafte nicht allgemein giiltig. 

Der Inhalt des Satzes lifst sich auch so formulieren: die Re- 
sultantkraft ist im allgemeinen nicht die Vektorsumme derjenigen 
Hinzelkrafte, welche jede Kugel ausiibt, wenn sie allein vorhanden 
ist. Oder, fiir den Fall von zwei wirkenden Kugeln: das Prinzip 
von dem Parallelogramm der Krafte ist fiir die hydrodynamischen 
Fernkrifte héherer Ordnung nicht allgemein giiltig, wenn man unter 
den Komponenten diejenigen Krifte versteht, welche jede Kugel 
ausiibt, wenn sie allein vorhanden ist. Insofern versagt also der 
Satz von dem Parallelogramm der Krifte als ein physikalisches 
Prinzip, wo man nur mit voneinander isolierbaren und getrennt mefs- 
baren Kriften operiert. Das hat aber nichts mit der Giiltigkeit 
dieses Satzes als mathematisches Prinzip zu thun: die Resultant- 
kraft bleibt die Vektorsumme der beiden durch (c) definierten Kriifte; 
diese Kriafte sind aber nur mathematische Rechengréfsen, physi- 
kalisch isolierbar und voneinander getrennt melsbar sind aufser 


der Kraft (X, Y, Z) nur die Krifte (X,,, Yi. Z,) und (Xj, Yan> Zs 


211. Die Energie im Stromfelde zweier pulsierender Kugeln, — 
Um die eigentiimlichen Gesetze der Zusammensetzung der temporiren 
Krafte in einem konkreten Falle zu sehen, werden wir das méglichst 
einfache Beispiel ausarbeiten, niimlich dasjenige der Wirkung zweier 
pulsierender Kugeln & und h auf eine neutrale g. 

Um die Kriftefunktion dieser Kraft zu bilden, wenden wir am 
einfachsten den Satz 185 itbher die Beziehung der Kraftefunktion zu 
der Energie des Hinfallsstromes an. Das Potential des von den 
beiden pulsierenden Kugeln herriihrenden Stromfeldes wird, wenn 
wir der Hinfachheit halber von allen Reaktionspotentialen absehen: 


@ 2 ee 
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Die Geschwindigkeit, welche diese beiden Kugeln zusammen im 
Punkt g erzeugen, wird also die Komponenten 


a 3 Oey dF, 
c= — — 
Oa, AMT kg 0a, ATT ng 
(b) B ag WEE 0 Ei, bal 0 = Ey, 
0b, ATT hg fo) by ATT ng 
y = 0 E, ) F,, 


OC, 471 Oly 4NTrg 


haben. Hieraus ergiebt sich als Ausdruck der Energie pro Volum- 
einheit dieses Stromes: 


come clr. fo. B08 ht far © a oe 
Lg t ( )}. 


Oa, Anrig Oa, Art py 0b, 4mrig Ob Ang 06, 41rig OC, 411 ng 


Durch Ausfithrung der Differentiation und der Quadrate bringt man 
dies leicht auf die Form: 


2a/( Be i. OT Fy Ga= W(Ga- an) + (=F 1) (by bn) + (Cy Cn) (Cy Cn) ( By y 
mente: 


yd 3 aps y ; 
Anrig Amr; AMT) 4 \4ArtI ng, J 


Die Kraftefunktion, die man hieraus durch Multiplikation mit 
— 34, und mit dem Koefficienten der inducierten Konfliktgeschwin- 
digkeit bildet, ist nicht mehr, wie die entsprechende Kriftefunktion 
fiir permanente Krifte, die Summe von zwei Gliedern, von denen 
das eine die Kraft von der einen und das andere die Kraft von 
der anderen wirkenden Kugel darstellt, sondern sie ist die Summe 
“yon drei Gliedern, deren eines, das erginzende Glied, die Koordi- 
naten beider Kugeln neben einander enthilt, also auf dem gleich- 
zeitigen Vorhandensein beider wirkender Kugeln beruht. 


212. Einzelkrafte und erganzende Kraft. — Wir geben deshalb 
jede kiinstliche Zerlegung der Kraft in zwei formell von den einzelnen 
Kugeln & und h herriihrende Krafte auf, und ziehen vor, die Gesamt- 
kraft, der Form der Kriftefunktion entsprechend, durch drei Krifte 
darzustellen. 

Da die Ebene, welche die Mittelpunkte aller drei Kugeln ent- 
hilt, eine Symmetrieebene ist, welche folglich auch die Krifte ent- 
halt, brauchen wir nur die Verhiltnisse in dieser Ebene zu studieren. 
Wahlen wir sie als xy-Ebene, so wird ¢,=¢,=¢,=0, wodurch 
sich der gefundene Energieausdruck vereinfacht. Wenn wir nach- 
her mit — 3H, und mit dem Koefficienten der inducierten Konflikt- 
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geschwindigkeit multiplicieren (185), so ergiebt sich als Ausdruck 
Kriftefunktion: 


= Gy) (Ag—An) (By — x.) (Og—On) a ( Ey yy. 


y) 
dni, 407g ANT ig 


q- Ei, +, yy (Ag 
Oe ake cenreal Spee 
Die erste zu betrachtende Kraft ist die von der pulsierenden 
Kugel & allein ausgehende Kraft, die lings der Verbindungslinie r,, 
gerichtet ist und durch Differentiation des ersten Gliedes von W 
nach r,, gefunden wird: 


— 3 q = Qs me . 
Oj fa: Teg 


(b) Fig 


Die zweite Kraft ist die entsprechende von der pulsierenden 
Kugel % allein ausgehenden Kraft, welche lings der Verbindungslinie 


r,, gerichtet ist, und aus dem letzten Glied von W gefunden 
wird: 

ae, ia Gs ER 
(¢) Ry as 39 Qyt+ iq Gare,’ 


Schhiefslich giebt das mittlere Glied von W die ergiinzende 
Kraft, welche von dem gleichzeitigen Vorhandensein der Kugeln & 
und # abhingt, und deren Komponenten lings der Achsen a und y 


q g—Q, Bi, Ey, a (a@g— ay) + (6, — by) (b,—;) air: _ HTM 
Vs +3 24 g(4 71)? li Tia Trg Tig g 2 

3q ag OQ, Ei, E, se= (Gg — An) + (bg — bx) (by — bn) a. 1|(2 —*) 
Vst 3 x g (4 7)” Teg i. Vrg Thk g 2 


sind. Die letzten Faktoren dieser Ausdriicke sind die Projektionen 
auf die Achsen von derjenigen Gerade 0, welche den Punkt g mit 
dem Mittelpunkt O von h und & verbindet (Figur 39). Die ergiinzende 
Kraft ist also lings dieser Linie gerichtet. Bemerken wir weiter, 
dafs die Klammerausdriicke die Bedeutung 3 cosy — 1 haben, wenn 

x der zwischen r,, und r,, elngeschlossene Winkel ist, so wird der 
oc, der oneineen dea Kraft 


d jan ts q- By, By = 
(d) ih Si gay quia “Fy rp, 8 O08 Ay 


Diese ergiinzende Kraft verschwindet in denjenigen Punkten des 
Feldes, wo 
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(e) cosy = i, 


das heifst in allen Punkten derjenigen Kreisbégen, von denen aus 
der Centralabstand r,, der pulsierenden Kugeln unter einem Winkel 
gesehen wird, dessen Kosinus } ist. Diese die Punkte g und h 
passierenden Kreisbégen sind in der Figur 39 voll ausgezogen. Inner- 
halb dieser Kreisbégen wird die erginzende Kraft das eine, aufser- 
halb das andere, im iibrigen auf dem Vorzeichen von #, und Fi, 
beruhende Vorzeichen haben. 


213. Beispiele der Zusammensetzung temporarer Krafte. — Hat 
die Kugel g ihren Mittelpunkt auf einem der voll ausgezogenen 
Kreisbégen der Figur 89, so wird die 
Resultantkraft in gewéhnlicher Weise g 
nach dem Parallelogrammprinzipe ge- 
funden, durch Zusammensetzung der- 
jenigen Krafte R,, und R,,, welche 
die Kugeln & und h ausiiben, wenn 
jede derselben allein vorhanden ist. 
In allen anderen Punkten des Feldes 
ist dagegen das Parallelogrammprinzip 
als ein physikalisches Prinzip nicht z\ 
anwendbar. | 

Im Raume aulserhalb dieser Kreis- 
bégen wird R&,, dasselbe Vorzeichen 
wie R,, und R,,, haben, solange #, und 
Hi, gleiche Vorzeichen haben, und die 
Kugeln also gleich pulsierend sind. 
Die Kraft R,,, liegt dann so, wie sie in 
der Figur gezeichnet ist, namlich in 
dem zwischen &,, und F,,, eingeschlossenen Winkel, wo auch die nach 
dem Parallelogrammgesetze konstruierte Resultante dieser Krifte 
liegen mufs. Hine schon durch qualitative Versuche hervortretende 
auffallige Abweichung von dem Parallelogrammgesetze wird dann 
nicht eintreten, wie grofse Unterschiede man auch durch messende 
Versuche finden mag. 

Sind dagegen die Kugeln & und h entgegengesetzt pulsierend, 
so wird die ergiinzende Kraft R,, abstofsend sein, wenn &,, und R,, 
anziehend sind, und umgekehrt. Befindet sich dann die Kugel g in 
sehr grofsem Abstande von h und k, so werden die Krafte &,, und £,, 
einen verschwindend kleinen Winkel miteinander bilden. Die durch 


Fig. 39. 
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die Zusammensetzung aller drei Kriafte hervorgehende Kraft wird 
dann aus dem zwischen &,, und &,,, eingeschlossenen Winkel heraus- 
treten. Richten wir also unsere Aufmerksamkeit nur auf die physi- 
kalisch definierbaren Kriifte, so finden wir das auffillige Resultat, 
dafs zwei gleichgerichtete Krifte sich zu einer damit nicht gleich- 
gerichteten Resultanten zusammensetzen. Dies erklart, warum die 
Kraft, welche eine oscillierende Kugel auf eine neutrale ausiibt, nicht 
central ist (208), wihrend doch die Krifte gegen jede der beiden 
infinitesimalen Kugeln des fquivalenten pulsierenden Kugelpaares 
Centralkriifte sind. 

Im Raume innerhalb der Kreisbégen wird man noch auffilligeren 
Erscheinungen begegnen. Hier wird F,, das entgegengesetzte Vor- 
zeichen von F,,, und &,,, haben, wenn H, und H, gleiches Vorzeichen 
haben, die Kugeln also gleich pulsierend sind. Untersuchen wir 
besonders, ob RF, die Resultante von Rk, und #,, entgegengesetzt 
gleich sein kann. Wenn dies eintreffen soll, mufs zunichst die 
Resultante &,, und R,, langs der Linie 0 gerichtet sein. Dies er- 
fordert, wie man an der Figur leicht sieht, dals 


2 
oy Foy, 


"hq a Thg 
Setzt man die Werte von R,, und R&,, nach 212(b) und (c) ein, so 
ergiebt sich, dafs dies in denjenigen Punkten des Feldes eintreten 
wird, wo die Abstiinde des Punktes g von den Punkten hk und & die 
Bedingung 

Ex [so E, 
y LS 
erfiillen. Weiter ist der absolute Wert der nach dem Parallelo- 
grammgesetze gebildeten Resultante von R, und R,, die Quadrat- 
wurzel von 

Pix + Rin + 2 Rig, Rin cos x « 


Durch Kinsetzen der Werte von R,, und R,, ergiebt sich 


ELE} 
Sent cae O08 

yr)? 10 yours Xee 

hg hg kg ° hg 


In denjenigen Punkten des Feldes, wo die Relation (a) erfillt ist, 
lafst sich dieser Ausdruck in der Form 


Fg eee 2 (ae 
Qottq (4m)? 


aan’, EB, B 
3 Z q- V g_ k un 2 9 
( x Oo+4 q “9 (4 m)* Bie ay ("ig et He uy 2 rig hg COs x) 
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schreiben. Die Wurzel der in den letzten Parenthesen enthaltenen 
Gréfse ist aber einfach das Doppelte des Abstandes o des Punktes g 
von dem Mittelpunkte zwischen & und h, wie man wieder leicht aus 
der Figur ersieht. Der gesuchte absolute Wert der Resultante 
von f,, und #,, reduciert sich also auf 

(b) 6 1290 Bu tn 0 


Q+ r q g (4 7)? Tig ae ; 


Dieser Ausdruck ist R,, entgegengesetzt gleich, wenn 3cosy — 1 
den Wert 2 hat, oder 


(c) cosy = —1. 


Diese Bedingung ist in den Punkten der punktierten Kreisbigen 
erfullt, welche die frither voll ausgezogenen Kreisbégen zu voll- 
stindigen Kreisen ergiinzen. Wir finden also das folgende Resultat: 

In denjenigen zwei Punkten der punktierten Kreisbigen, wo 
die Abstiinde von den Punkten & 


und h die Relation (a) erfiillen, ees 

wird die Kugel g im Gleichgewicht 

sein. Wenn die Pulsationsinten- A 

sititen H, und H, gleich sind, Se aa 
werden diese Gleichgewichtspunkte 

die Schnittlinien dieser Kreisbégen 

mit der durch O gelegten Senk- 

rechten zu der Centrallinie r,,, der Fig. 40. 


pulsierenden Kugeln sein. Der 

Einfachheit halber nehmen wir im folgenden diese Gleichheit der 
Pulsationsintensititen an. Setzen wir die ergiinzende Kraft &,, 
aufser Betracht und nehmen nur auf die physikalisch isolierbaren 
Krafte R,, und F,, Riicksicht, so erhalten wir das Resultat, dats 
zwei Kriifte, welche nicht entgegengesetzt gleich sind, einander 
Gleichgewicht halten. In der Nahe dieses Gleichgewichtspunktes 
wird die Kraft, welche thatsichlich die Kugel g angreift, jeden be- 
liebigen Winkel mit der Parallelogrammresultante der Kriafte &,, 
und R,, bilden kinnen. Ist beispielsweise die Kugel g schwerer 
als die Flissigkeit, so dafs die Krafte R,, und R,, anzichend sind, 
so wird die totale Kraft etwas aufserhalb der neutralen Punkte die- 
selbe Richtung, obgleich eine viel geringere Intensitat haben als 
die Parallelogrammresultante von R,, und R,,,; etwas innerhalb wird 
sie die entgegengesetzte Richtung wie die Parallelogrammresultante 
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haben; etwas rechts oder links von dem neutralen Punkte wird sie 
auf der Parallelogrammresultante senkrecht stehen (Figur 40). Ist 
die Kugel g leichter als die Fliissigkeit, so braucht man nur allen 
Pfeilen der Figur 40 die entgegengesetzte Richtung zu geben. 

In dem Raume innerhalb der beiden punktierten Kreisbégen 
wird man deshalb der folgenden auffilligen Erscheinung begegnen: 
Eine Kugel, die leichter als die Fliissigkeit ist, und die deshalb von 
jeder der pulsierenden Kugeln allein abgestofsen wird, wird von 
beiden Kugeln zusammen gegen den Punkt O hin angezogen, und 
befindet sich dort in stabilem Gleichgewichte. Eine schwere Kugel 
dagegen, welche von jeder Kugel allein angezogen wird, wird im 
Punkte O instabiles Gleichgewicht haben. Hat sie nur Freiheit, 
sich auf der Senkrechten durch O zu bewegen, so wird sie nach dem 
neutralen Punkte auf einem der punktierten Kreisbégen hingetrieben 
und wird sich dort in stabilem Gleichgewichte befinden. 


Das hier durchgefiihrte Beispiel, welches leicht durch ahnliche 
erginzt werden kann, geniigt, um zu zeigen, wie weit sich die tem- 
poriren Fernkrifte von den friiher untersuchten Kriften niederer Ord- 
nung in Bezug auf die Gesetze der Zusammensetzung unterscheiden: 
die temporiire Kraft, welche Kugeln zusammen ausiiben, kann in 
Bezug auf Intensitaét und Richtung beliebig viel von der Vektorsumme 
derjenigen Krifte abweichen, welche jede Kugel ausiibt, wenn sie 
allein vorhanden ist. 


Dieses komplicierte Verhalten der temporiren hydrodynamischen 
Fernkrifte ist ein deutliches Zeugnis, dafs wir uns der Grenze 
nihern, wo die kiinstlich eingefithrte Vorstellung von den hydrodyna- 
mischen Fernkriften aufhért, eine einfache und natiirliche Vorstellung 
zu sein. Im Falle der Krifte niederer Ordnung war sie durchaus 
einfach. Jetzt ist aber die hydrodynamische Form des Gesetzes, 
wonach sich die neutrale Kugel in der Richtung zunehmender oder 
abnehmender Stromenergie bewegt, entschieden einfacher als die 
a von Fernkriiften, die nicht voneinander unabhingig 
wirken. 
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Elfter Abschnitt. 


Hydrodynamische Fernkrifte héherer Ordnung. Temporiire 
Wechselwirkungen zwischen neutralen Kugeln in permanent- 
oscillierendem Strome. 


214. Zwei neutrale Kugeln in einem Parallelstrome. — Da 
das Prinzip von der ungestirten Superposition nicht mehr fiir die 
hydrodynamischen Fernkrafte hdherer Ordnung allgemeine Giiltigkeit 
hat, so verdienen die Ausnahmefialle, wo es sich giiltig zeigt um so 
gréfsere Aufmerksamkeit. Ein solcher Fall tritt ein fiir die Wechsel- 
wirkung zwischen mehreren neutralen Kugeln, die in demselben, von 
entfernten permanent-pulsierenden oder oscillierenden Kugeln her- 
rihrenden Strome schwimmen. 

Wenn die letzteren Kugeln hinlinglich weit entfernt sind, 
kénnen wir den permanent-oscillierenden Strom, als einen Parallel- 
strom mit der Geschwindigkeit (¢,, ,, 7») betrachten. Die beiden 
neutralen Kugeln g und & werden inducierte Oscillationen annehmen 
mit den Aktionsmomenten (Ff, Gj, Hj) und (Fy, Gz, H;), und infolge- 
dessen Stréme erzeugen, die sich iiber den Parallelstrom lagern 
und. die die Potentiale 


+t O 1 4» o 1 +t O 1 
eee hs da, 4nr, tas 6b, 4nr, is 9 de, al 
(a) 
ae e140. 1 Lit ie. eee yt 0 a 
Fre yane a { * Oa, Amr, mite Ob; ATT; E 0c, AT; 
haben, wo die Aktionsmomente durch 
i Rear: pie ea 
SS ES he ral OME Vir 
t q—Q, j sien 3 q— Ve 
(b) Gp = FO a4q Lae Crs  apwery eae 
t g I-Vs Ey Wt a ia ee 
AS GSE Bae ee Onde bg tt 


gegeben sind. . 
Die Kugel g wird jetzt eine Kraft erleiden, welche die a-Kom- 
ponente 
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hat. Die hier auftretenden deformativen Geschwindigkeiten @., dg, @, 
lassen sich als die partiellen Ableitungen nach a, von den Ge- 
schwindigkeitskomponenten @, §, 7 des Hinfallsstromes darstellen, in 
dem sich die Kugel g befindet. Da zugleich die Gréfsen Fy, Gj, Hy, wie 
die Formeln (b) zeigen, von a,, b,, c, unabhangig sind, kénnen wir 
X, in der Form: 


x, = -ag- {eM + 6G; + 7H 
g 


schreiben. Die Kraft, welche die Kugel g angreift, lafst sich also 
durch die Kriftefunktion: 


(d) P, 


4 = —afer, + BO, + 7H; 
darstellen. 

Die hier auftretenden Geschwindigkeitskomponenten @, (, 7 sind 
die Summen der im ganzen Felde konstanten Geschwindigkeitskom- 
ponenten @,, »» 7» des permanenten Parallelstromes und der tempo- 
riren Geschwindigkeitskomponenten ¢,, /,, 7,, welche die Kugel k im 
Punkt g erzeugt. Nur die letztere Geschwindigkeit ist von Punkt 
zu Punkt veriinderlich, so dafs sie im Ausdruck (d) von Bedeutung 
ist. Driicken wir diese Geschwindigkeit durch die Ableitungen von 


gy, nach a,, b,, c, aus, so ergiebt sich fiir die Kriftefunktion: 


bal “t O +t O 225 «t 0 1 Se ae 1 
Py Pre My da, Be og, ATT Ky z9 "k Ob, AT kg a os Oc. AT ky | 
st O “t O 1 ny Ce) 1 -t O 1 
e Gt = pga ; i ee ep A EA 
( ) oe "9 6b, Pian, 4a rq a; Gi Ob, ANT kg + Hy Oc; oa | 
uy G2) || ne, 1 +t O 1 1 O a 
FESS es ere ae ee 
ey Oe, * Oa, ANT Ky ea Oy ANT Kg hE 0c, =| 


Diese Kriftefunktion hat also genau dieselbe Form, wie die Krifte- 
funktion 199(d’) fiir die Wechselwirkung zweier permanent oscil- 
lierender Kugeln, nur dafs man sich immer der Relationen (b) erinnern 
mufs, nach denen die Aktionsmomente durch die Geschwindigkeit 
des permanenten Parallelstromes gegeben sind. 

Bringen wir die Kriftefunktion auf die trigonometrische Form 
199 (ec), so ist wegen des Parallelismus der Aktionsmomente cos 6 = 0 
und cos, = — cos 6,, das letztere unter der Voraussetzung, dafs die 
Aktionsmomente S, und S, als positive und negative Gréfsen auf- 
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gefalst werden. Bezeichnen wir durch > = 6, = %—O, den Winkel, 
welchen die Verbindungslinie ‘zg der Kugeln mit der Richtung des 
Parallelstromes, oder der damit identischen Richtung der Aktions- 


momente der Kugeln bildet, so wird die Kriaftefunktion 


f ee ee ok 
( ) ne g Sg Si 4nre, . 
S; und S; sind hier Vektorgré{sen mit den Komponenten (b), also 
die temporiren Aktionsmomente, die, wenn wir durch 6, die Re- 
sultantgeschwindigkeit im permanenten Parallelfelde bezeichnen, die 
Form annehmen: 


st _- 3 ¢—Y, : oH i Gee: 2 
(g) Sy = 9 Oia! oo Sh = 3 O44 qth or: 


Uv 


Durch Einsetzen dieser Werte ergiebt sich also schliefslich 


‘ (¢— OQ) (G— Vx) 3 cos? —1 
ee 8 (E38! 2 9. ] D ~4 
*) Pes PO) 2 oa aGteg ee dnp, 


215. Die Wechselwirkung der beiden Kugeln. — Die Kriifte, 
welche die beiden Kugeln aufeinander ausiiben, lassen sich durch 
eine radiale, rein anziehende oder abstofsende Kraft 


Mg Pen Ber aN, (= Q,) (q a Or) 3608 2G—1 
Ory ® 3 (2 dp) oan (Orbag Mi, 4nr, 7 


und ein Drehungsmoment darstellen, welches auf die Richtung der 
Verbindungslinie r,, verindernd wirkt: 


0 Py 2, 4—- W)(a— Oi) pp zp sin Feosd 


— BL 
ae PS) VO att 8 aarp, 


Die Kraftrichtungen hingen teils von dem Winkel %, also der 
Richtung der Verbindungslinie der Kugeln relativ zur Richtung des 
Parallelstromes, teils von dem Faktor (q — ,) (g — Y,) ab. Diese 
Groéfse ist positiv, wenn entweder beide Kugeln dichter, oder beide 
Kugeln weniger dicht als die Fliissigkeit sind, negativ, wenn die 
eine Kugel dichter, die andere weniger dicht als die Fliissigkeit ist. 

Sind beide Kugeln schwerer oder beide leichter als die Fliissig- 
keit, so ist die radiale Kraft positiv oder abstofsend, solange der 


1 ; 
numerische Wert von cos’? kleiner als ey ist, und sonst negativ 


oder anziehend. Die Kugeln werden also einander abstofsen, wenn 
Pail 
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sie sich auf derselben Stromlinie des Parallelfeldes befinden, dagegen 
anziehen, wenn sie sich in einer zu den Stromlinien senkrechten 
Ebene befinden. In diesen beiden Lagen der gréfsten Anziehung 
oder Abstofsung ist das Drehungsmoment Null, in allen anderen 
Lagen aber von Null verschieden und so gerichtet, dafs die Ver- 
bindungslinie der Kugeln sich senkrecht zu den Stromlinien des 
Feldes einzustellen sucht. Befinden sich die Kugeln also urspriing- 
lich sehr nahe auf derselben Stromlinie, so werden sie sich erst 
yoneinander entfernen, wihrend gleichzeitig ihre Verbindungslinie 
sich so dreht, dafs der Winkel, den sie mit den Stromlinien des 
Feldes bildet, wichst. Wenn dieser Winkel den Wert von etwa 


55° iiberschritten hat, wo cos 6 = ae tritt Anziehung ein, die 
3 


ihren gréfsten Wert erreicht, wenn die Verbindungslinie senkrecht 
zu den Stromlinien des Parallelfeldes ist. Sofern die Drehung sich 
nicht wegen der Trigheit iiber die Gleichgewichtslage hinaus fort- 
setzt, wird von jetzt an nur eine Anniherung der Kugeln gegen- 
einander stattfinden. 

Ist die eine Kugel schwerer, die andere leichter als die Fliissig- 
keit, so haben die Krafte entgegengesetztes Vorzeichen: die Kugeln 
stofsen einander ab, wenn sie sich in derselben Ebene senkrecht 
zu den Stromlinien betinden, die Verbindungslinie sucht sich dem 
Parallelismus mit den Stromlinien zu nahern. Wenn der Winkel 9 
auf 55° vermindert ist, tritt Abziehung ein, welche am stirksten 
wird, wenn der Parallelismus der Verbindungslinie mit den Strom- 
linien erreicht ist. 


216. Ein System von beliebig vielen neutralen Kugeln gleicher 
Grofse und Dichte im oscillierenden Strome. — In dem hier be- 
trachteten Falle, wo die inducierten Schwingungen der beiden Kugeln 
eine gemeinschaftliche Ursache haben, wiihrend die gegenseitigen 
Induktionen unter den Kugeln aulser Betracht gesetzt werden kénnen, 
lassen sich die Wirkungen beliebig vieler Kugeln ohne weiteres 
superponieren. Die Kriftefunktion fiir siimtliche Wechselwirkungen 
erhalt man einfach, wenn man die Kriiftefunktionen der Form 214 (f) 
oder (h) nach g und & summiert, unter der gewdhnlichen Voraus- 
setzung, dafs immer g und k voneinander verschieden sind. Nur 
die Wechselwirkungen mit denjenigen entfernten pulsierenden oder 
oscillierenden Kugeln, welche den vorausgesetzten permanenten 
Strom erzeugen, lassen sich einander nicht ungestért superponieren. 
Von diesen Kriften sehen wir aber vorliufig ab, indem wir den 
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permanent-oscillierenden Strom der Hinfachheit halber als Parallel- 
strom betrachten. 

Die Bewegungen eines Systems von neutralen Kugeln in einem 
beliebigen oscillierenden Strome lassen sich danach in den allge- 
meinen Ziigen leicht tiberblicken. Wir denken uns zur Verein- 
fachung, dafs siimtliche Kugeln untereinander identisch sind, so dafs 
alle Volumina, Z, = H, = #, und alle Dichtigkeiten, Q, = Om =A) 
gleich sind. 

Die Kraftefunktion fir die Wechselwirkungen unter den neu- 
tralen Kugeln nimmt dann die einfache Form 


: _ 2 3 cos *d,, —1 
ee ae > >; pe ee 2 ya 
aT OF i\ Ora 7) anny 


k=9 


an, wo 6, die Geschwindigkeit des Parallelstromes ist, und +, der 
Winkel, welchen die Verbindungslinie zweier Kugeln & und g mit 
6, bildet. Ist der Strom nicht mehr ein Paralleistrom, sondern ein 
beliebiger Strom potentieller Natur, so bleibt die Kriftefunktion 
fiir jede beliebige Gruppe von Kugeln verwendbar, welche innerhalb 
eines Stromgebietes liegt, wo 6, nur kleine Veriinderungen an Grif{se 
und Richtung erleidet. 

Sind die Kugeln im Anfange ganz regellos verteilt, so werden 
die Oscillationen des Stromes ordnend auf die riumliche Verteilung 
der Kugeln wirken: Kugeln, welche auf derselben Stromlinie liegen, 
werden sich voneinander entfernen, Kugeln, welche in einer zu den 
Stromlinien normalen Flache liegen, suchen sich einander zu nihern. 
Die Verbindungslinien aller Kugeln suchen sich gegen die zu den 
Stromlinien senkrechte Lage hin zu drehen. Da das Drehungs- 
moment proportional der umgekehrten dritten Potenz der Kntfernung 
ist, wird sich dasselbe fiir die sich verlingernden Verbindungslinien, 
welche den Stromlinien angenihert parallel sind, nicht stark geltend 
machen, aber gleichzeitig um so stirker fiir diejenige Verbindungs- 
linie, welche sich verkiirzen und sich der zu den Stromlinien senk- 
rechten Lage nihern. Die Folge wird sein, dals sich die Kugeln 
nach kurzer Zeit auf Flachen einstellen, die normal zu den Strom- 
linien des Feldes sind. Diese Ordnung ist eine stabile, denn das 
Drehungsmoment verhindert die Kugeln, welche einmal in eine solche 
Flache gelangt sind, sich von derselben wieder zu entfernen; und 
gleichzeitig werden die einzelnen Flachen sich voneinander getrennt 
halten wegen der gegenseitigen Abstofsung. Wo sich die Flichen 
sonst bilden werden, wird von Zufilligkeiten in der urspriinglichen 
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Verteilung der Kugeln abhiingen: diejenigen Stellen des Feldes, wo 
die Abstinde und gegenseitigen Lagen der Kugeln die schnelle 
Bildung eines Elementes einer Fliche begiinstigen, werden Ausgangs- 
punkte der Bildung vollstindiger Flachen bilden. 

Ziehen wir schliefslich zugleich diejenige Kraft in Betracht, die 
jede Kugel in der Richtung zunehmender oder abnehmender Feld- 
energie zu treiben sucht, so ergiebt sich, dafs die auf Aquipotential- 
flichen des Stromes geordneten Kugeln sich in der Richtung zu- 
nehmender Feldenergie bewegen werden, wenn alle Kugeln schwerer 
als die Flissigkeit sind, in der Richtung abnehmender Feldenergie 
dagegen, wenn alle Kugeln leichter als die Fliissigkeit sind. Rihrt 
beispielsweise der permanente Strom von einer pulsierenden Kugel 
her, so werden sich die neutralen Kugeln auf Kugelflichen ein- 
stellen, welche mit der pulsierenden Kugel koncentrisch sind; und 
diese Kugelflichen werden sich verengern oder erweitern, je nachdem 
die Kugeln schwerer oder leichter als die Fliissigkeit sind. 


217. Analogie der temporaren hydrodynamischen Fernkrafte 
mit den temporaren elektrischen und magnetischen Fernkraften. — 
Es mufs sofort auffallen, dafs die in den letzten drei Abschnitten 
beschriebenen Erscheinungen eine Erweiterung der im Fall der 
permanenten hydrodynamischen Fernkrifte aufgetretenen Analogie 
mit elektrischen und magnetischen Fernkriften bilden. Die urspriing- 
lich neutralen Kugeln, die von selbst keine Fernwirkungen ausiiben, 
werden von den permanent-pulsierenden oder oscillierenden Kugeln 
in inducierte Oscillationen versetzt und erhalten dadurch dieselbe 
Fahigkeit wie die permanent-oscillierenden Kugeln, den magnetischen 
ibnliche Fernwirkungen auszuiiben. 

Dabei tritt, genau wie im Magnetismus, ein auf den stofflichen 
Kigenschaften des neutralen Kérpers beruhende verschiedene Po- 
laritat ein: die leichte Kugel, die schneller als der umgebende Strom 
schwingt, erhilt ein positives Aktionsmoment, welches dem positiven 
magnetischen Momente der ferromagnetischen Kérper entspricht. 
Die schwere Kugel, die langsamer als der Strom schwingt, und die 
deshalb relativ betrachtet gegen den Strom schwingt, erhilt ein 
negatives Aktionsmoment, welches dem negativen magnetischen 
Momente der diamagnetischen Kérper entspricht. Infolge der ver- 
kehrten Polgesetze wird dann die leichte Kugel von der permanent- 
pulsierenden oder oscillierenden Kugel abgestofsen und die schwere 
angezogen. Infolge desselben verkehrten Polgesetzes wird ein System 
von neutralen Kugeln sich auf Aquipotentialflichen des Feldes ordnen, 
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wibrend die magnetischen neutralen Kérper sich langs der Vektor- 
linien des Feldes einstellen, wie der bekannte Versuch mit Eisen- 
feilspinen zeigt. 

Den Vergleich mit magnetischen Erscheinungen kénnen wir 
deshalb fortwihrend benutzen, um die eintretenden Fernwirkungen be- 
quem iiberblicken zu kénnen. Beide Regeln 202(A) und (B) behalten 
ihre Brauchbarkeit, nur dafs die in (A) enthaltene Definition der 
magnetischen Achse und der Pole der oscillierenden Kugel in 
folgender Weise vervollstindigt werden muss, um zugleich den Fall 
der temporir-inducierten Oscillationen umfassen zu kénnen: 


Zu der gewahiten Anfangsxeit beobachtet man die Bewegung der 
oscillierenden Kugeln relativ xu dem Hinfallsstrom, und nennt den in 
dieser relativen Bewegung vorausgehenden Pol der Kugel ihren Nordpol, 
den nachfolgenden ihren Siidpol. 


Diese Definition ist gleich brauchbar, sei es, dafs die Oscil- 
lationen der Kugel permanent, temporir oder zusammengesetzt per- 
manent und temporar sind. Verwendet man diese Regel zur 
Benennung der Pole der oscillierenden Kugel und halt im iibrigen 
die Definition (A) fiir den Fall der pulsierenden Kugel und die 
Regel (B) iiber das verkehrte Polgesetz fest, so leitet man leicht 
alle qualitativen Ergebnisse unserer obigen Untersuchungen iiber die 
temporiren hydrodynamischen Fernkrifte ab. Dafs sich die Analogie 
auch in Bezug auf die quantitativen Verhiltnisse bewihrt, werden 
wir spiter nachweisen. Nur soviel sei schon jetzt erwahnt, dafs wieder 
die Benutzung der HanvistpE’schen Hinheiten fiir die elektrischen 
und magnetischen Gréfsen die Vollstiindigkeit der Analogie am ein- 
fachsten hervortreten lasst. 


218. Schlufsbetrachtungen iiber die hydrodynamischen Fern- 
krafte. — Die Aufgabe, die wir uns mit der Untersuchung der 
Kigenschaften der hydrodynamischen Fernkrafte gestellt haben, be- 
trachten wir jetzt als erledigt. Einerseits haben wir unsere Unter- 
suchungen fortgesetzt bis zu der Grenze, wo die Brauchbarkeit unserer 
fundamentalen Kraftformeln 87(a) aufhért. Andererseits haben wir 
aber auch schon die Grenze erreicht, wo die Vorstellung der hydro- 
dynamischen Fernkraft aufhért einfach und handlich zu sein, wie 
die komplicierten Gesetze der Zusammensetzung der temporaren 
Fernkrafte gezeigt haben. Allerdings wird man keinen principiellen 
Schwierigkeiten begegnen, wenn man die Formeln 87 (a) vervoll- 
stindigen und die Untersuchungen fortsetzen will. Aber die Arbeit 
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wird in mathematischer Beziehung immer beschwerlicher werden, 
und die Resultate werden immer mehr an Kinfachheit verlieren. 

Eine solche weitere Fortsetzung der Untersuchungen werden 
wir deshalb nicht vornehmen. Dagegen verdient eine Erscheinung 
eine genauere Untersuchung, namlich die auffallige Analogie mit 
elektrischen und magnetischen Fernkraften. Von dem einen Unter- 
schied, dem Vorzeichen der Krafte, abgesehen, ist diese Analogie voll- 
stiindig, und zeigt sich auch besonders darin, dafs man bei der 
fortgesetzten Untersuchung der Fernkrafte beider Arten zuletzt 
zu einem Punkte kommt, wo die Fernwirkungsvorstellung sich als 
kiinstlich und schwer zu handhaben erweist. In der Hydrodynamik 
war dies vorauszusehen; denn die Fernwirkungsyorstellung ist hier 
als eine kiinstliche Vorstellung eingefithrt, und man kann von dieser 
Vorstellung wieder zu der unmittelbaren Betrachtung des Stromfeldes 
und des Fliissigkeitsdruckes zuriickkehren. In der Elektricitatslehre 
hat andererseits die Erkenntnis der komplicierten Natur der Fern- 
krafte zu der Uberzeugung gefiihrt, dafs dieselben nicht mehr als 
Fundamentalvorstellungen brauchbar sind; man hat versucht sie 
zu eliminieren und als neue Fundamentalvorstellung diejenige der 
elektrischen und magnetischen Felder einzufiihren. Eine nahe liegende 
Frage wird dann diese: 

Wie verhalten sich die elektrischen und die magnetischen Felder, 
die man als Ursachen hinter die elektrischen und magnetischen Fern- 
wirkungen zu schieben versucht hat, zu den hydrodynamischen Strom- 
feldern, die die Ursachen der hydrodynamischen Fernkrifte sind? 

Dafs auch diese beiden Klassen von Feldern mehr oder 
weniger ausgedehnte Analogien miteinander haben, ist schon lingst 
bekannt. Solche Analogien sind auch von Anfang an in unseren 
Untersuchungen hervorgetreten. Die Figuren, die wir in dem kinema- 
tischen ‘Teil unserer Untersuchungen zur Darstellung yon hydro- 
dynamischen Stromfeldern gezeichnet haben, kénnen alle ebensogut 
als Darstellungen elektrischer oder magnetischer Kraftfelder be- 
trachtet werden. Tiefer liegenden Analogien derselben Natur sind 
wir in den Abschnitten iiber die hydrodynamische Selbstinduktion 
und die hydrodynamische Fremdinduktion begegnet. Dafs bruch- 
stiickweise solche Analogien vorliegen, ist deshalb schon eine 
Thatsache. Die grofse Frage ist aber, ob es nur vereinzelte 
Bruchstiicke sind, oder ob sie sich zu einem organischen Ganzen 
mitemander und mit den zugehorigen Fernkriften zusammenfiigen. 

Wie es sich mit dieser Frage verhalt, werden wir deshalb noch 
zu untersuchen haben. Ehe wir aber diese Aufgabe angreifen, wird 
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es zweckmalsig sein, dals wir in noch konkreterer Form, namlich 
durch das Experiment, mit den hydrodynamischen Erscheinungen, 
welche unseren Gegenstand bilden, vertraut werden. Wir werden daher 
im nachsten Band die experimentellen Untersuchungen der hydro- 
dynamischen Fernkrafte und der hydrodynamischen Stromfelder dar- 
stellen, und dann die Frage von der Analogie dieser Erscheinungen 
mit den elektrischen und magnetischen untersuchen. 


Zwolfter Abschnitt. 


Zur geschichtlichen Entwickelung der Theorie der hydro- 
dynamischen Fernkriifte. 


219. Frihere Zerlegung der hydrodynamischen Fernkrafte. — 
Wir werden zuletzt noch eimige Erlauterungen iiber die geschicht- 
liche Entwickelung der Theorie der hydrodynamischen Fernkrifte 
geben, und zwar um so eher, als wir dadurch Gelegenheit finden 
werden, noch einmal auf den wichtigsten Punkt in der Darstellung 
der ganzen Theorie zuriickzukommen. 

Wie in dem ersten Abschnitte dieses Teiles erwahnt, hatte 
C. A. Bserxnes im Jahre 1868 seine ersten allgemeinen Resultate 
iiber die Eigenschaften der hydrodynamischen Fernkrafte, doch ohne 
die Ableitungen zu geben, publiciert (S. 235). Diese Resultate decken 
sich im wesentlichen mit denjenigen, die wir in den sechs ersten 
Abschnitten dieses Teiles wiedergegeben haben. Doch sind zwei 
Unterschiede zu erwa&hnen. 

Die Resultate aus dem Jahre 1868 waren insofern specieller 
als die hier wiedergegebenen, als die Kugeln noch von unverdnder- 
lichem Volumen vorausgesetzt waren. Mit Riicksicht auf die Ziele, 
die Bserxnes verfolgte, und seine Hoffnungen, durch die Unter- 
suchung periodischer Voluminderungen Kraftgesetze analog dem 
Newron’schen zu finden, war dieses eine wesentliche Liicke. Die 
Ausfiillung derselben wurde deshalb sofort in Angriff genommen, 
und gelang in den unmittelbar folgenden Jahren ohne wesentliche 
Schwierigkeiten. 

Der andere zu erwihnende Unterschied hat seinen Ursprung in 
der gewahlten Form der Darstellung, und ist somit scheinbar ein 
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sehr unwesentlicher. Wir haben in unserer Darstellung von An- 
fang an die hydrodynamischen Druckkrafte in zwei Partialkrafte, 
die inducierende und die energetische, zerlegt (90). Das Prinzip der 
Zerlegung war die Ausscheidung einer Partialkraft, der inducieren- 
den, welche die Form einer totalen Ableitung nach der Zeit hatte. 
Diese Zerlegung hatte Bserknes in seinen Alteren Untersuchungen 
nicht benutzt, sondern eine scheinbar viel naher liegende, wobei die 
Krifte in die auf den Geschwindigkeitskomponenten und die auf 
den Beschleunigungskomponenten der einzelnen Kugeln beruhenden 
Partialkrifte zerlegt wurden. Diese Zerlegung schien um so vorteil- 
hafter, als es dadurch gelang, mit Hilfe eines einfachen Satzes die 
eine Kugel angreifende scheinbare Fernkraft auf eine Kraft ei- 
facherer Natur zu beziehen, nimlich auf die ein Fliissigkeitselement 
angreifende beschleunigende Kraft, die man durch Differentiation 
des Druckes und Division mit der Dichte der Fliissigkeit findet. 
Dieser in der Abhandlung aus dem Jahre 1868 mitgeteilte Satz 
lafst sich folgendermafsen wiedergeben: 

»Die im Mittelpunkte der Kugel g angreifende, von der Be- 
wegung einer entfernten Kugel & herriithrende Kraft hat dieselbe 
Richtung, wie die im Mittelpunkte der Kugel g angreifende be- 
schleunigende Kraft, wenn dieser Punkt der Flissigkeit angehdrt 
hatte, und ist an Gréfse gleich dieser beschleunigenden Kraft, mul- 
tipliciert mit dem dreihalbfachen der von der Kugel verdringten 
Flissigkeitsmasse.“ 

Dieser Satz ist giiltig, solange man sich auf die Beriicksichtigung 
derjenigen Fernkrifte beschrankt, die wir als Krafte niederer Ord- 
nung bezeichnet haben, und man aufserdem die Volumina der Kugeln 
konstant annimmt. Wenn man diese beschrinkenden Voraussetzungen 
macht, kann man deshalb das Studium der auf die Kugeln aus- 
geiibten Fernkriifte durch das viel einfachere Studium der auf die 
Flissigkeitspartikelchen ausgeiibten Krafte ersetzen, die ihrerseits 
auch als scheinbare, von den entfernten bewegten Kugeln ausgehenden 
Fernkrafte aufgefafst werden konnten. 


220. Folgen der friiheren Zerlegung der hydrodynamischen Fern- 
krafte. — Die Partialkrafte, die man erhilt, wenn man die totale 
Fernkraft in die auf Geschwindigkeit und die auf Beschleunigung 
beruhenden Kriifte zerlegt, haben nicht mehr die Fundamentaleigen- 
schaften, die wir fiir die inducierende und die energetische Fern- 
kraft abgeleitet haben, dafs die erstere nur verborgene Bewegungen 
hervorruft, und dafs fiir die letztere, welche allein die sichtbaren 
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Bewegungen erzeugt, das Prinzip von der gleichen Wirkung und 
Gegenwirkung giiltig ist. Bei der fritheren Zerlegung der Kraft 
findet man deshalb nur das negative Resultat, dafs das Gegen- 
wirkungsprinzip fiir die hydrodynamischen Fernkrifte nicht allgemein 
besteht. Das positive Resultat, dafs fiir die die sichtbaren Be- 
wegungen erzeugenden Krifte das Gegenwirkungsprinzip giiltig ist 
(180), ein Resultat, das wir kurz als das hydrodynamische Gegen- 
wirkungsprinzip bezeichnen kénnen, war also im Jahre 1868 noch 
nicht gefunden. 

Mit dieser Unvollstiindigkeit folgte zugleich eine andere: denn 
in demselben Augenblicke, wo die hydrodynamische Fernkraft in 
Induktionskraft und Energiekraft zerlegt wird, tritt die Analogie 
mit den elektrischen und den magnetischen Fernkraften von selbst 
hervor: die Kriftefunktionen der Energiekrifte sind ganz Abnlich 
gebaut, wie die Ausdriicke der gegenseitigen potentiellen Energie 
elektrischer und magnetischer Teilchen. Wenn man dagegen die 
Glieder der Induktionskraft und der Energiekraft nicht voneinander 
trennt, verschwindet diese Analogie; oder vielmehr, sie tritt nur 
bruchstiickweise und in so verzerrten Formen auf, dafs sie nur 
irreleitend wirken kann, und man leicht zu dem Schlusse gefithrt wird, 
dafs keine wirkliche, zusammenhingende Analogie besteht. 


Wir werden dies leicht sehen, wenn wir die in 172(c) gegebene 
Kraftefunktion Q,, fiir die Summe von Induktions- und Energiekraft 
entwickeln. Wir nehmen dabei das Volumen beider Kugeln konstant 


an, so daly H = H, = 0. Q,, wird dann 


0 pi , Sgn , 4 Or , , 99x 
gy, ist hier nach der oft angewendeten Abkiirzung anstatt (¢,), ge- 
schrieben, welches nach 166(d), und wenn #, = 0, die Form 
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hat. Nach Einfithrung der Werte 166(a) der Komponenten des 
Aktionsmomentes geht diese Gleichung iiber in 
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Setzen wir dies in 2,, ein, und erimnern uns daran, dals 57 cine 
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Differentiation nach der Zeit bedeutet, die nicht das in a,, 4,, ¢, und 
@,, 0,, ¢ eingehende ¢ berithren soll, so ergiebt sich 


yal ee 
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Diese Kriaftefunktion stellt also die totale Fernkraft dar, welche 
die Kugel & gegen die Kugel g ausiibt, und zwar geben die erste 
Zeile die von der Beschleunigung, die beiden letzten die von der 
Geschwindigkeit der wirkenden Kugel & abhiingige Partialkraft. 
Nach Symmetrie kann man eine Abhnliche Kriftefunktion fir die 
Riickwirkung der Kugel g auf die Kugel /& aufstellen. 

Sowohl die von der Geschwindigkeit, als die von der Beschleu- 
nigung abhangige Kraft kann nun mit einer magnetischen Kraft 
verglichen werden. Die Partialkraft, die man aus den beiden letzten 
Zeilen durch Ableitung nach a,, b,,¢, findet, kann mit derjenigen 
Kraft verglichen werden, die ein Elementarmagnet auf eimen anderen 
ausiibt: sie hat dieselbe Gréfse und die entgegengesetzte Richtung 
wie die Kraft, mit der ein Elementarmagnet in dem Punkte & auf 
einen Elementarmagnet im Punkte g.wirkt, wenn die Achsen beider 
Klementarmagnete die Richtung der Geschwindigkeit (d,, 6,, ¢,) der 
Kugel & haben, und ihre magnetischen Momente dieser Geschwindig- 
keit proportional sind. Die durch die erste Zeile von (a) darge- 
stellte, von der Beschleunigung der Kugel & abhingige Partialkraft 
kann mit derjenigen Kraft verglichen werden, die ein Elementar- 
magnet auf einen magnetischen Pol ausiibt: sie hat dieselbe Gréfse 
und dieselbe Richtung wie die Kraft, mit der ein Elementarmagnet 
in dem Punkte &, dessen magnetisches Moment proportional der 
Beschleunigung (d,, b,, %,) der Kugel & ist, auf einen Magnetpol 
in g wirkt, dessen Polintensitiit proportional dem Volumen E, der 
Kugel g ist. 

Man findet also zwei nebeneinander bestehende Analogien: in 
der einen tritt die Geschwindigkeit, in der anderen die Beschleunigung 
der wirkenden Kugel als die mit dem magnetischen Momente zu 
vergleichende Gréfse auf. Gleichzeitig wird die Kugel, die die Kraft 
erleidet, einmal mit einem Magnetpole verglichen und ein anderes 
Mal mit einem Magnet, dessen magnetisches Moment aber nicht 
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mit ihrer eigenen Geschwindigkeit, sondern mit der der wirkenden 
Kugel zu vergleichen ist. Fir die Riickwirkung der Kugel g auf 
die Kugel & sind alle diese Betrachtungen umzukehren. 

Nichts lafst ahnen, dafs hinter diesen bizarren Analogien doch 
eine einfache Analogie steckt, bei der jede Kugel einen Magnet ver- 
tritt, dessen magnetisches Moment ihrer eigenen Geschwindigkeit pro- 
portional ist, und dafs man diese Analogie finden kann, einfach 
durch ein veriindertes Aufschreiben der Formeln, oder auch durch 
die Berechnung des Mittelwertes der Kraft im Falle synchroner 
Schwingungen. Wenn es Bserknes auch nicht in der letzteren 
Weise gelang die Analogie und das damit zusammenhingende hydro- 
dynamische Gegenwirkungsprinzip zu finden, so beruhte es nicht 
darauf, dafs er diesen Weg nicht versuchte, denn er hatte von 
Anfang an den Fall schwingender Bewegungen im Auge gehabt. 
Die Ursache war wieder die unzweckmifsige Teilung der Kraft, die 
die Berechnung des Mittelwertes erschwerte. Denn wenn man die 
Form (a) zu Grunde legt, diirfen die Zeitvariationen der in r,, 
implicite enthaltenen Gréfsen a,, b,,¢, und ay, bj, ¢, nicht vernach- 
lassigt werden. Die Folge war, dafs er durch ungenaue Uber- 
legungen zu dem unrichtigen Schluls gefiihrt wurde, dafs die Kraft 
im Mittel Null sei. 

So ermunternd an sich die im Jahre 1868 gefundenen Sitze 
auch waren, so blieb das Resultat deshalb doch lange Zeit eine 
Enttiuschung. Der Gedanke an Fernwirkungen analog denjenigen 
der Natur wurde allerdings nie aufgegeben, aber trat doch wihrend. 
mehrerer Jahre in den Hintergrund fiir die Bearbeitung des Gegen- 
standes von rein mathematischer Seite. So erschien im Jahre 1871 
die Abhandlung ,Sur le mouvement simultané etc.“, (vergl. S. 58), 
welche die vollstindige Darstellung des Geschwindigkeitspotentiales 
des Kugelsystems enthielt und auch die Grundlage unserer Hnt- 
wickelungen im kinematischen Teile gebildet hat. In diesen Jahren 
wurden auch die Alteren Untersuchungen iiber die Bewegung des 
Ellipsoides wieder aufgenommen, weiter gefiihrt und _publiciert 
(vergl. S. 232). Dies war allerdings wieder ein Problem von der 
Bewegung nur eines einzigen Kérpers. Anzeichen der Spekulationen 
iiber scheinbare Fernwirkungen treten aber doch hervor in den 
folgenden Worten, die wir aus diesem Aufsatze citieren: 

»Man kénnte weiter die Wirkungen der fortschreitenden Be- 
wegung einer Kugel, deren Geschwindigkeit eine einférmige wire, 
mit der Wirkung eines Magnetes auf einen fernliegenden Magnet, 
das Flissigkeitselement, vergleichen; nur dals man immer annehmen 
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miifste, die magnetische Achse desselben Klementes wiirde sich stets 
frei richten, parallel und entgegengesetzt der Achse der Kugel — diese 
Achse tibrigens nach Richtung der fortschreitenden Kugel gewahlt. — 
Auf abnliche Weise kénnte man, stets aber mit gewissen Begrenzungen, 
die Wirkung der fortschreitenden accelerierenden Bewegung, sofern 
man die aus der Geschwindigkeit herrithrende Kraft vernachlassige, 
als die Einwirkung eines Magnetes des Raumes 2, auf einen fern- 
liegenden Magnetpol auffassen, etc.“ 

Direkt bezieht sich dies nur auf die Fernkrafte gegen ein 
Flissigkeitspartikelchen. Mit Hilfe des oben citierten Satzes aus 
der Abhandlung von 1868 kommt man aber sofort zu der Fernkraft 
gegen eine Kugel, und man erkennt die durch die Kraftefunktionen (a) 
dargestellten Resultate und die zerrissene und verdrehte Analogie 
wieder. 


221: Die rein hydrodynamische Methode und die Methode des 
Hamilton’schen Prinzips zur Ableitung der hydrodynamischen Druck- 
kraft. — Zur Ableitung seiner Resultate hatte sich BsERKNES immer 
der rein hydrodynamischen Methode mit der expliciten Berechnung 
des Druckes gegen die Oberfliche der Kugel bedient, die wir auch 
in unserer Darstelllung zu Grunde gelegt haben. Die von Lord 
Kevin und Tarr 1867 in ihrem ,,Treatise on Natural Philosophy“ 
eingefiihrte neue Methode fiir das Studium der Bewegung fremder 
Koérper in einer Fliissigkeit, nach, der man nicht den Druck zu 
betrachten braucht, sondern durch Anwendung der allgemeinen 
Lacrance’schen Bewegungsgleichungen oder des Haminron’schen 
Prinzipes auf die Werte der Druckkrafte schliefst, war ihm noch un- 
bekannt. Diese Methode hat aber, wie wir gesehen haben, den 
eigentiimlichen Vorteil, dafs sie vom Anfange an die hydrodynamische 
Druckkraft in der Form yon zwei Partialkriften giebt, deren die 
eine die Induktionskraft und die andere die Energiekraft ist (194), 
wihrend man, wenn man die rein hydrodynamische Methode yer- 
wendet, erst nach einer Umformung des gefundenen Ausdruckes der 
Kraft auf diese Zerlegung kommt (87). Bei Anwendung der neuen 
Methode konnte deshalb die Entdeckung des hydrodynamischen 
Gegenwirkungsprinzipes und der Analogie mit den elektrischen und 
magnetischen Fernkriiften nicht lange unterbleiben. Lord Kenvin 
hatte auch diese Methode zur Untersuchung der von ScHELLBACH 
und GurHRim experimentell studierten akustischen Anziehungen und 
Abstofsungen angewendet, und dabei in dem behandelten Specialfall 
das hydrodynamische Gegenwirkungsprinzip und die Analogie mit 
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den temporir-magnetischen Erscheinungen erkannt}, ohne jedoch 
seine Formeln und Rechnungen zu publicieren. 

BseRKNES hat aber erst auf einem Umwege diese neue Me- 
thode kennen gelernt. Sie wurde von KrrcuHorr aufgenommen und 
in seiner Mechanik besonders auch zu der Untersuchung der Be- 
wegung zweier Kugeln unverinderlichen Volumens in einer Fliissig- 
keit benutzt. Dafs KrrcuHorr dabei nicht selbst die Kigenschaften 
der beiden Partialkrifte bemerkt hat, auf die die Rechnung nach 
seiner Methode fiihrt, darf nicht tiberraschen, da er offenbar nur 
ein Beispiel hat durchrechnen wollen, und nicht dieselben Ziele 
wie BserKNes im Auge hatte. Ohne deshalb die Partialkrifte ge- 
trennt aufzuschreiben, bildet er ihre Summe, um dann den Fall 
zu betrachten, dafs sich die Kugeln mit konstanten Geschwindig- 
keiten bewegen. Die Kriftefunktion wird dann die durch die 
beiden letzten Zeilen der Formel 220(a) gegebene, wo das hydro- 
dynamische Gegenwirkungsprinzip und die einfache Analogie mit 
den magnetischen Fernkraften verschwunden ist, wihrend nur die 
verzerrte Analogie auftritt. Nachdem Krircayorr auf die Nicht- 
Giltigkeit des Gegenwirkungsprinzipes fiir die gefundene Kraft auf- 
merksam gemacht hat, fiigt er die folgende Bemerkung hinzu: 

»Hs mége angefiihrt werden, dafs die Kraft, die die zweite 
Kugel auf die erste ausiibt, dieselbe Gréfse und die entgegengesetzte 
Richtung als die Kraft hat, mit der ein magnetisches Molekil in 
der zweiten Kugel auf eines in der ersten wirkt, wenn die magne- 
tischen Achsen beider parallel der Bewegungsrichtung der zweiten 
Kugel und ihre magnetischen Momente gleich den Produkten der 
Geschwindigkeit dieser in u. s. w.“ 

Als Bserxnes im Frithjahr 1875 mit diesem Resultat bekannt 
wurde, das in der im Juli 1874 erschienenen zweiten Lieferung 
der Kircanorr’schen Mechanik enthalten war, fand er deshalb eine 
vollstindige Ubereinstimmung mit seinem eigenen, was die in Worte 
formulierte Konklusion betraf. Man beachte nur die der Form nach 
verschiedene, dagegen dem Sinne nach iibereinstimmende Ausdrucks- 
weise, in der Krrcuunorr von gleichgerichteten magnetischen Achsen 
und entgegengesetzt gerichteter Kraft, Bsrrxnes dagegen von ent- 
gegengesetzt gerichteten Achsen und gleichgerichteter Kraft spricht. 

Die Wahrnehmung, dafs die von KircHHorr verwendete Me- 


1 Sir W. Tuomson: Letters to Freperrox Gurarie, November 1870. Philo- 
sophical Magazine. Vol. 41, pag. 423. 1871. Reprint of Papers on Electro- 
statics and Magnetism. pag. 571—578. 1872. 
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thode zu demselben Resultate fiihrte, ohne etwas neues zu bringen, 
wire vielleicht fir die Fortsetzung von BsprKnus’ Arbeiten be- 
deutungslos geblieben, wenn nicht in den Formeln ein Unter- 
schied in Bezug auf ein Vorzeichen und einen Koefficienten vor- 
handen gewesen wiire. Dieses fiihrte BsrrKnns zu einer eingehenden 
Revision seiner eigenen und der Krrcuuorr’schen Rechnungen,’ und 
dabei hat er die Zerlegung der Kraft, zu welcher die Krtvin- 
Kircunorr’sche Methode fiihrt, bemerkt, und die Folge davon war, 
dafs er das hydrodynamische Gegenwirkungsprinzip und die Analogie 
mit den elektrischen und magnetischen Fernkriften fand. Die Re- 
sultate wurden der Gesellschaft der Wissenschaften zu Christiania am 
24. September 1875, jedoch ohne Ableitungen, mitgeteilt.? Die Ab- 
leitungen auf Grundlage des Hammron’schen Prinzips, aber ohne 
Eingehen auf die Eigenschaften der Krifte und auf die Analogien, 
wurden im folgenden Jahre in den Géttinger Nachrichten publiciert.® 


222. Entwickelung der Untersuchungen nach 1875. — Der 
im Jahre 1875 gemachte Fortschritt in der Theorie der hydrodyna- 
mischen Fernkrifte beruhte also ausschlielslich auf der endlich 
gefundenen Teilung dieser Krifte in inducierende und energetische 
Fernkrifte. Die Wichtigkeit dieser Teilung ist aber auch bei den 
weiteren Untersuchungen immer mehr hervorgetreten. Denn die 
spiteren Fortschritte der in diesem Bande dargestellten heorien 
sind zuletzt alle auf das bessere Verstiindnis der eigentiimlichen 
Wirkungsweise der einen der in Frage kommenden Partialkrifte, 
namlich der Induktionskraft zuriickzufiihren. 

Die Resultate aus dem Jahre 1875 bezogen sich noch allein auf 


‘ Vergleiche die auf Veranlassung von Byerknes der letzten Lieferung 
von Krronuorr’s Mechanik beigefiigten Verbesserungen zu den Seiten 231, 232, 
248, 249, 250 und der in spiiteren Auflagen eingefiihrte Hinweis auf Byerxnes’ 
Arbeiten (S$. 232). Der Fehler war oftenbar ein nachtriiglich hineingekommener 
Schreib- oder Druckfehler, wie man nach der Richtigkeit der in Worte ge- 
fafsten Schluf{sfolgerung annehmen muls. 

* C. A. Buerxnes, Forelébige Meddelelser om de Kreefter, der opstaa, naar 
kugleformige Legemer, idet de udférer Dilatations- og Kontraktionsovingninger, 
bevege sig i et inkompressibelt Fluidum. Videnskabsselskabets Forhandlinger, 
Christiania 1875. Repertorium der reinen und angewandten Mathematik. Bd. I, 
S. 264. 1877. 

* Uber die Druckkrifte, die durch gleichzeitige mit Kontraktionen und 
Dilatationen verbundene Bewegungen von mehreren kugelférmigen, in einer in- 


compressiblen Fliissigkeit befindlichen, Kérpern entstehen. Gittinger Nach- 
richten, 6. Mai 1876 p. 245, 
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die Krafte, die wir niederer Ordnung genannt haben, und waren also 
auf die Analogie beschriinkt, die die permanenten hydrodynamischen 
Energiekrafte mit den permanenten elektrischen und energetischen 
Fernkraften haben. Doch war auch in dieser Analogie eine Liicke 
insofern vorhanden, als die Méglichkeit der Drehung der oscillierenden 
Kugel noch nicht erkannt war. 

Die Aufmerksamkeit richtete sich in den folgenden Jahren auf 
zwei Ziele: die experimentelle Verifikation der gefundenen Resultate 
und die weitere Verfolgung der mit elektrischen und magnetischen 
Erscheinungen bestehenden Analogien. Dabei trat die Betrachtung 
der im verborgenen wirkenden Induktionskraft anfianglich vollstindig 
in den Hintergrund. Allmahlich zeigte es sich jedoch, dafs eben 
das genauere Studium der Wirkungen dieser Kraft die Grundlage 
fiir die weiteren theoretischen Fortschritte bilden miifste. 

Hin erstes Zeichen dafiir war die Entdeckung der Gesetze. der 
Drehung der Kugel im Jahre 1878, wo, wie wir gesehen haben, 
die inducierende Kraft ein energetisches Drehungsmoment erzeugt. 
Noch mehr trat die Wichtigkeit der Induktionskraft hervor, als im 
folgenden Jahre 1879 die Diskussion der inducierenden Fernkrifte 
und der auf inducierten Oscillationen beruhenden Energiekrafte 
zu der Theorie der temporiren Energiekrafte und ihrer Analogie 
mit den Kriaften des temporiren Magnetismus fiihrte. 

Auch dabei war nur eine teilweise Diskussion der Wirkungen 
der hydrodynamischen Iuduktionskraft durchgefiihrt. Neue Aufgaben 
stellten sich aber fiir Bserxnus als er 1882 durch Mascarr und 
JOUBERT’S ,,Lecons sur l’Electricité et le Magnétisme“ mit der Farapay- 
Maxwe.u’schen Vorstellung von elektrischen und magnetischen Feldern 
bekannt wurde. Bis dahin hatte er immer die alten Formen der 
Lehre von der Elektricitit und dem Magnetismus zu Grunde gelest. 
Jetzt entstand die Frage von der Analogie hydrodynamischer Felder 
mit den elektrischen und magnetischen. Dafs solche Analogien fir 
den aufseren Raum, also fiir die Stromfelder, bestanden, war schon 
langst eine Thatsache. Die grofse Frage war aber diejenige von 
den Feldern innerhalb der Kugeln und die von den Bedingungen, 
die an der Grenzfliche erfiillt werden mulsten. 

Die Beschiftigung mit dieser Frage fiihrte zu einem eingehenden 
Studium der Bewegung einer einzigen Kugel in einem Strome. Dieses 
hatte zunichst zur Folge, dafs die alte rein hydrodynamische Me- 
thode zur Ableitung der Druckkrafte wieder aufgenommen wurde. 
Denn das Hamiuron’sche Prinzip lifst sich nur anwenden, wenn 
man zugleich die entfernten Kugeln, von denen der Strom ausgeht, 
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in Betracht. zieht, und die unmittelbare Betrachtung des Druckes 
hat deshalb wieder den Vorzug. 

Wihrend diese Untersuchungen somit zu wesentlichen Fort- 
schritten in der formellen Behandlung der Aufgaben fiihrten, blieben 
sie doch lange Zeit ohne Erfolg in Bezug auf das eigentliche Ziel. 
Es schien als ob ein Bruch in der Analogie vorhanden wiire. Zuletzt, 
in der Mitte der achtziger Jahre, tiihrte aber die yvollstindige Dis- 
kussion des Kinflusses der Induktionskraft auf die Bewegung der 
Kugel zu den Resultaten, die wir in den Abschnitten iiber die 
hydrodynamische Induktionserscheinung dargestellt haben. Dadurch 
ist, wie wir in dem nachsten Bande sehen werden, die Frage von 
der Analogie der hydrodynamischen Erscheinungen mit den elek- 
trischen und magnetischen so weit gefiihrt, wie es moglich ist, so- 
lange wir uns streng auf die in der Hinleitung gestellte Aufgabe 
beschrinken. 
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